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DISCOURS  PRÉLIMINAIRE. 

Depuis  Tépoque  où  les  Sciences  se  Sont 
enrichies  des  Calculs  différentiel  et  intégral , 
la  plus  grande  partie  dés  Géomètres,  et  même 
Leibnitz  et  Newton  qui  en  furent  les  pre- 
miers inventeurs  (*),  nWt  été  réelleitient 
persuadés  de  la  rigueur  du  Calcul  différen- 
tiel que  par  Tidentité  des  résultats  qu^ils  ont 
obtenus  en  employant  ce  dernier  Calcul ,  et 
celui  purement  algébrique  y  dans  les  solutions 
des  questions  susceptibles  d!être  résolues  par 
ces  deux  Calculs.  Mais  aucun  de  ces  Géo- 
mètres navait  pu  entièrement  soulever  le 
voile  qui  cachait  la  vérité  à  tous  les  yeux; 
et  les  efforts  qu'Os  faisaient  pour  y  parvenir^ 
ont  donné  lieu  à  ces  fameuses  discussiofis  sur 


(^  Leibnitz  publia  sa  découverte  du  Calcnl  diffé- 
rentiel dans  les  Actes  de  Leipsich  pour  le  mois  d*oc« 
tobre  1684  $  et  Newton  publia  «n  iGSf ,  «on  livre  des 
Principes ,  qui  prouve  que  ce  grand  Géomètre  possé- 
dait déjà  à  un  haut  degré  la  métfaode  des  flunions  ou 
Calcul  différentiel ,  quoique  cette  analyse  f  soit  dé* 
goisée  sons  la  forme  d'une  synthèse  compliquée^  qui  n*a 
été  comprise  que  qaand  les  Calculs  différentiel  et 
iatégral  ont  eu  fait  de  grands  progrè». 
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là  métaphysique  (*)  du  Calcul  différentieL 
Les  Leibnitz ,  Bemoullî  frères ,  et  autres  par* 
tisans  du 'système  du  premier  de  ces  grands 
Géomètres  ^  disaient  que  j  de  même  qu'on 
regardait  conmie  infinie  une  quantité  plus 
grande  que  toute  autre  quantité  donnée^  quel- 
que grande  que  Ton  suppose  cette  dernière , 
ce  qui  rebdait  la  première  de  ces  quantités 
incapable  de  croître  ou  de  diminuer  par  l'ad- 
dition ou  la  soustraction  d'une  quantité  finie  ; 
de  même  aussi  l'on  devait  considérer  la  troi-^ 
sième  proportionnelle  géométrique  à  la  quan- 
tité infinie  et  à  la  finie  ,  comme  incapable 
d'altérer  la  grandeur  d'une  quantité  finie  par 
Toie  d'addition  ou  de  soustraction.  Ce  raison- 
nement est  dans  le  fond  très-faux ,  et  conduit 
à  des  conclusions  absurdes  :  car\  i*"  l'infini  a 
3on  opposé  dans  le  zéro  absolu^  et  non  dans 
cette  ]:roisième  proportionnelle  ou  qusuitito 
dite  infinitésimale  qui  y  si  elle  n'est  pas  rigou- 
reusement le  zéro  absolu ,  est  évidenimetit 
infiniment  plus  grande  que  ce  zéro  ;  et  il  est 
clair  d'après  cela^  que  suivant  la  loi  de  symé- 


(*)  Un  homme  de  beaucoup  d'esprit,  et  collabo-, 
rateur  du  Journal  de  t Empire  ,  a  dit  il  y  a  quelque 
temps  dans  ce  même  )Ournal  ^  que  la  métaphysique  est 
le  vrai  domaine  des  disputes  des  mots,  des  malentendus^ 
et  des  équivoques. 
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Irie  gui  existe  dans  les  grandeurs  de  conti- 
mdtéylsL  quantité  que  ces  Géomètres  appellent 
infiniment  petite  y  aurait  son  opposée  symé- 
trique dans  une  grandeur  infiniment  plus  pe- 
tite qu'une  quantité  infinie,  et  par  conséquent 
sa  grandeur  opposée  serait  une  quantité  finie. 
I         Mais  dans  l'ordre  natural  des  grandeurs  coj^ 
tinues,  l'opposé  symétrique  à  une  quauMe 
finie  et  significative  y  est  elle-même  finie  et 
significative  ;  donc  il  n'existe  pas  de  grandeur, 
quelque   petite  qu'on  !a  suppose  y  pourvu 
qu'elle  ne  soit  pas  rigoureusement  nulle  ou^ 
le  zéro  absolu,  qui  puisse  ,]}ar  voie  d'addition 
ou  de  soustraction,  ne  pas  rigoureusement 
jJtérer  une  grandeur  donnée;  et  par  consé- 
quent les  quantités  dites  infinitésimales  n'exisr 
Cent  pas. 

3*.  Il  est  rigoureusement  vrai  que  xdb  o=u:, 
mais  il*  eSt  Êiux  que  si  dx  n'est  pas  le  zéro 
absolu  ,on puisse  établir l'équaiiôn xzt:dx=:^x^y 
car  il  s'ensuivrait  de  là  l'équation  rfx  =:  o ,  qui 
fierait  absurde  d'après  l'hypothèse  précédente; 
Il  est  aussi  fiiux  que  dx  db  ddx:='  dx  ;  car  ou 
^  =  o ,  et  alors  il  est  absurde  de  concevoir 
une  quantité  ddx  infiniment  plus  petite  que 
%éTOj  ou  si  <ir>o,  l'équation  précédente  est 
fausse,  puisqu'elle  ne  pourrait  avoir  lieuse 
si  on  avait  en  même  temps  ddx  =  o,  ce  qui 
serait  absurde  d'après  l'hypothèse  d*où  l'on 
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est  parti  ^  qui  est  que  ddx  n'est  pas  le  «erd 
absolu  y  et  ainsi  de  suite  pour  les  différentielles 
des  ordres  ou  degrés  supérieurs. 

Newton  ^  inventeur  du  Calcul  des  fluxions^ 
et  d'autres  grands  Géomètres  partisans  de  ce 
ealcîil^  ne  considéraient  les  quantités  dites 
i^éiniment  petites  y  qu«  par  leurs  rapports  qui 
ne  dépendent  nullement  des  grandeurs  des 
quantités  comparées  y  pourvu  qu'elles  soient 
de  même  espèce  y   et  par  conséquent  y  ces 
Géomètres  présentaient  le  Calcul  différentiel 
sous  une  forme  rigoureuse ,  tant  que  la  for- 
mule qu'ils  différc^ntiaient  n'était  que  du  pre- 
mier degré.  Mais  si  cette  formule  était)  d'un 
degré  supérieur   au   premier  ,  les  Newto— 
niens  rentraient  dans  le  cercle  vicieux   des 
Leibnitziens  ^  puisqu'ils  négligeaient  les  diffé- 
rentielles d'un  degré  et  d'un  ordre  supérieur 
à  celui  des  quantités  différentielles  q&'ils  com« 
paraient  y  et  qui  entraient  dans  l'elpressioa  du 
rapport  de  ces  dernières  différentielles  ;  ce 
qui  conduisait  aux  mêmes  absurdités  que  celles 
que  iH)us   avons  mentionnées  ci-dessus   en 
parlant  du  système  de  Leibnitz  {^).  Ënfîu  ^ 


(^  Quoique  les  grands  Géomètres  existans  au  com-» 
neucement  d'un  siècle  qu'ils  honorent  i  et  auquel  ils 
assurent  par  leurs  sublimes  travaux ,  la  place  la  plaa 
distinguée  dans  l'histoire  des  sciences,  aient  manifesté 

.  d'Alemberl 
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d'Alembert^  et^  d'après  lui^  tin  grand  nombre 
d'autres  Géomètres,  ont  <iru  trancher  toutes 
les  difficultés ,  en  ne  considérant  le  rapport 
des  quantités  différentielles  du  premier  ordre, 

Imtentioii  d'exclure  les  quantités  dites  infiniment  petites 
des  Mathématiques  pures  ;  cepend^t  nous  voyons  dans 
quelques  ouvrages  sur  ces  sciences ,  que  les  quantités 
différentielles  qui  devraient  être  considérées  dans  la 
tîgaenr  géométrique  comme  des  zéros  absolus ,  .y  sont 
l^péndant  regardées  comme  différentes  de  zéro.  Par 
exemple  ,  Couvre  au  hasard  le  meilleur  Tr^ûté  élé« 
mentaire  connu  ^usqu  à  présent  do  Calcul  différentiel 
et  de  Calcul  intégral;  c  est-à-dire  celui  de  Lacroix 
(  a*  édition  ) ,  et  j*7  lis  ces  mots  (art.  lo^)  :  a  la  diffé^ 
»  Tentielle  seconde  d^u  étant  prise  pour  la  différence 
n  entre  deux   différentielles  premières  consécutâves  ^ 
j>  sera  représentée  par  M'Q'  — M'Q,  etc-  »  Or ,  M'Q 
est  la  différence  d'un  premier  rayon  vecteur  AM  à  un 
second  AM'^  et  M'Q'  est  la  différence  de  ce  dernier 
rayon  vecteur  AM'  à  un  troisième  AM^.  Ainsi ,  d'après 
l'antenr  de  la  phrase  que  nous    venons  de  copier, 
d*u  ^  et  à  plus  forte  raison  du  qui ,  suivant  lui ,  sont 
les  différentielles  seconde  et  première  du  rayon  vec- 
teurs (=AM), représentent  des  quantités  significatives 
WQf — M^'Q  et  M'Q  ,  lesquelles  sont  rigoureusement 
différentes  de  zéro  ,  puisque  les  trois  rayons  vecteurs 
AM,  AM',  AM"  correspondent  à  trois  points  diilférena 
M,  M',  M*  de  la  courbe,  quelque  prés  que  Ton  sup- 
pose ces  points  ,  en  ne  les  faisant  pas  rigoureusement 
coïncider  en  un  seul.  Voilà  donc  des  quantités  infinie 
ment  petites  du  premier  et  du  second  grdre  du  et  d'^u 
considérées  purement,  comme  dans  le  Calcul  différent 
tiel  du  marquis  de  Lbopital.  Deux  articles  plus  haut 
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que  comme  la  limi^  4u  rapport  des  quantités 
flaies  y  avec  lesquelles  çUes  sont  liées  par  des 
opérations  purement  algébriques^  lorsque  l'on 
cherche  le  rapport  dçs  différences  finies.  Mais^ 


(art.  io5}  ,  le  même  auteur  a  xousidéré  comme  une 
ligne  droite,  un  arc  de  courbe  compris  entre  deux  rayons 
vecteurs  infiniment  voisixis ,  ce  qui  est  contre  la  rigueur 
géométrique^  puisque ,  ainsi  que  Ta  maxnfesté  Lcgendre 
dans  son  excellent  Traité  de  G^oTnéftrie,  clief-d'œuvre 
de  clarté  et  d'exactitude ,  on  ne  pe^t  rigourei^aement 
considérer  un  a^ç  de  courbe  comme  que  portion  de  po- 
lygone d'un  nombre  infini  de  côtés.  Enfin ,  il  serait  trop 
long  de  citer  tous  les  passages  derouyrage  deM.  Lacroix^ 
où  Ton  retrouve  des  quantités  dites  infinitésimales.  Si 
l'on  ajoute  à  cela  les  notions  deç  limites  dont  je  vais  tout 
à  l'heure  faire  connaJiibre  les  dé^y^^es»  et  sur  les- 
qûeBes  le  savant  auteur  que  je  viens  de  nommer ,  a 
fait  poser  les  principes  du  calcuLdifférentiel ,  on  sera 
convaincu ,  comice  je  le  suis  çioi-m^me ,  que  l'ouvrage  > 
que  je   publie  sera    très -utile   à  l'enseignement  de 
la  partie   si  essentielle  des  sciences  exactes  que  j'y 
traite* 

Cependant  je  dois  observer  que  ces  considérations 
d'arcs  de  courbes  ,  a^ez  petits  pour  être  regardés 
comme  des  lignes  droites  ,  ou  de  qualités  quo  leurs 
petitesses  rendent  nulles  ex;i  comparaison  d'autres  beau*- 
coup  phis  grandes  »  et  enfin  toutes  ces  manières  approxi-  * 
matives  et  non  rigoureuses  dç  s'exprimer  et  d'opérer , 
qui  doivent  être  absolument  esqclues  des  Madiéma- 
tiques  pures»  sont  reçues»  et  j'ose  même  dkû  néces- 
saires dans  les*8ciences  physico-mathématiques  ;  car  les 
phéaomtoes  4e  la  Phjrsique  proprement  dite»  ne  s^ 


Digitized  by  VjOOQiC 


Ï>RÉLIM1NAIRE.  xj 

âYOQOns^Ie  y  la  considération  des  limites  est 
hieu  mal  placée  dans  les  principes  du  Calcul 
dîfierentidi^  En  effet ,  quelle  est  ici  la  signi^ 
£catioa  du  nK>t  limite  (^)  ?  n'est-ce  pas  une 


présentent  à  nos  sens  que  8ui?ant  dea  circonstances 
91Û  ne  peuvent  être  soumises  qu*à  des  lois  approxi- 
matives ;  et  la  mécanique  qui ,  considérée  àbstraite- 
tement ,  {>ourrait  être  soumise  à  la  rigueur  géomé- 
trique y  perd  nécessairement  cette  rigueur  lorsque  Toa 
considère  les  lois  de  l'équilibre  ou  du  mouvement  ap-« 
pliquées  à  des  corps  physiques.  D'ailleurs  les  quanti-» 
t43  que  dans  ces  sciences  ou  représente  suivant  la  nota- 

lion  du  calcul  différentiel  par  dx ,  dy ^  sont 

réellement  des  différences  ,  mw  que  l'on  prend  asies 
petites  pour  qu'étant  traitées  suivant  les  règles  du  calcul 
différentiel  »  on  puisse  atteindre  le  degré  d'approxima* 
tion  que  l'on  s'est  proposé  d'obtenir.  Moi-même ,  qui 
dans  cet  ouvrage  manifeste  le  désir  et  l'intention  de  ne 
pas  m'écarter  de  la  rigueur  géométrique ,  j'ai  été  obligé 
de  m'en  éloigner  souvent  dans  mon  Traité  de  Navi^ 
gtUion.  Par  exemple ,  lorsque  pour  corriger  les  obser- 
vations et  méthodes ,  je  traitais  les  erreurs  conune  des 
différentielles ,  ce  n'était  qu'une  valeur  approximative  ' 
de  ces  «reun  que  \e  cherchais ,  et  qui  é^t  suffisante 

pour  rempbr  l'obfet  d'utilité  que  Je  me  proposais. 

• 

(*)  *A  l'article  168 ,  page  aao ,  Je  distingue  les  limites 
prises  dans  ce  sens-Iâ^  que  yappelle  limites  transcen-» 
Jantes  f  des  limites  proprement  dites ,  qui  sont  les 
tangentes  aux  courbes  »  ou  plans  ^angens  aux  sur&ces 
courbes  qui  limitent  ces  courbes  ou  surfaces  courbes  > 
dans  le  sens  des  axes  des  coordonnées. 
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grandeur  constante ,  ou  un  terme  fixe  dont 
une  quantité  variable  peut  se  rapprocher  sans     \ 
cesse  ^  de  manière  a  n'en  différer,  que  d'une 
quantité  plus  petite  que  toute  quantité  assi- 
gnable y  sans  pouvoir  jamais  l'atteindre  rigou- 
reusement. Ainsi,  la  circonférence  d'un  cercle 
est  la  limite  des  périmètres  dès  polygones 
réguliers  inscrits  et  circonscritç  à  ce  cercle  ; 
de,  même  les  assymptotes  des  courbes  assymp- 
to tiques  sont  les  limites  de  certaines  branches 
de  ces  courbes;  de  même  encore,  le  produit 
du  dénominateur  du  rapport  d'une  progression 
géométrique  décroissante  par  le  premier  termte 
de  la  progression  ,  étant  divisé  par  Fexcès  du 
dénominateur  sur  le  numérateur  du  rapport , 
donne  pour  quotient  la  limite  de  la  somme  des 
termes  de  la  progression  décroissante  propo- 
sée, et  ainsi  de  suite.  Mais  si ,  par  exemple  ,  u 
Représente  une  fonction  de  la  variable  x ,  u'  ce 
que  devient  cette  fonction  u  lorsqu'on 'y  met 
x^h  a  la  place  de  x  ;  il  me  parait  faux  que  la 
'  limite   du  rapport  de  la   différence    i/  —  u 
de  la  fonction  variable  u  à  la  différence  i^  de 
la  variable  x  ,  soit  une  quantité  p^  à  laquelle 
se  réduit  le  rapport  des  différences  a'  -—  u  et 
h  y  lorsqu'on  fait  A  =  o;  car  non-seulement 
ce  rapport  se  rapproche  sans   cesse  d^p  h 
mesure  que  h  diqiinue  ^  c'est  qu'encore  il  lui 
est  rigoureusemeut  égal  lorsque  h;=  o.  Ainsi  , 
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il  est  y  suivant  moi  y  notoirement  absurde  de 


u  —  u 


considérer  jnaaf"^  comme  la  limite  de  — r—  » 
iorsqae  «=  ax^  et  ii'=  «  (  jc  +  A  )"*,  car  dans 
le  cas  de  A  =  o  ^  la  quantité  T  est  rigou- 
reusement égale  à  maocf''*.  U  me  parait  égale- 
ment faux  que  la  limite  de  la  sous-sécante 

—  soit  ime  «ous-tangentej  car  non-seule- 
ment la  première  de  ces  deux  quantités  se 
rapproche  sans  cesse  de  la  seconde ,  à  mesure 
que  Ax  diminue  ,  c'est  qu'encore  elle  devient 
rigoureusement  sous-tangente  lorsque  Aat=o^ 
et  qnleJJe  devfendrait  encore  sous-séçanle  si 
ùx  continuant  à  varier  dan^  le  même  sens^ 
devenait  négative  ;  et  ainsi  de  suite  dans  un 
très-grand  nombre  d'autres  cas- 
Tel  était  l'état  de  la  science  du  Calcul  dif- 
férentiel, lorsque  Lagrange  a,  d'une  maiu 
habile,  enlevé  le  voile  à  travers  lequel  les 
Géomètres  n'apercevaient  que  confusément 
et  diversement  la  vérité  ;  ce  qui  répandait  sur 
les  principes  du  Calcul  différentiel  une  in- 
certitude et  une  obscurité  mystérieuse  que  par 
une  vaine  métaphysique  Ç^),  source  de  beau- 

-  C^)  Lacroix  a  dit  ayec  raifon  dans  son  grand  Traité 
Je  Calcul  intégral  (  art.  494  )  >  T^®  ^^^"^  ^'^^^  P^^^ 
faciU  et  plus  dangereux  en  même  temps  ,  que  d* abuser 
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coup  de  discussions  encore  plus  vagues  et 
obscures^  on  cherchait  à  éclaircir.  Cependant 
la:  marche  savante  et  pleine  de  génie  qu'a 
suivie  Lagrange  dans  ses  Leçons  sur  le  Calcul 
des  Fonctions ,  me  semble  un  peu  longue  pour 
un  premier  enseignement  de  la  haute  analyse* 
D'ailleurs  je  crois  que  le  Géomètre  qui  n'aurait 
étudié  pour  s'instruire  dansFanalyse  transcen- 
dante >  que  l'ouvrage  que  nous  venons  de  citer, 
trouverait  quelques  peines  à   appliquer  ses 
connaissances  acquises  à  Fétude  de  la  méca-^ 
nique  analytique  de  Tillustre  Auteur  du  Calcul 
des  Fonctions  y  ainsi  qu'a  l'étude  de  la  Méca-^ 
nique  Céleste  de  Laplace  y  et  autres  excellens 
ouvrages  sur  les  sciences  physico-mathéma-* 
tiques  qui  ont  été  composés  d'après  les  thëo^ 
ries  des  Calculs  différentiel  et  intégral  pro-- 
prementdits.  Toutes  ces  considérations  m'eut 
décidé  à  publier  cet  ouvrage ,  dans  lequel,  eu 
ifn'emparant  de  l'idée  lumineuse  qui  a  cou- 
duit  Lagrange  à  sa  formule  des  fonctions  dé- 


àe  ta  métaphysique  eh  mathématiques ,  eC  de  perdre 
ainsi  en  vaines  subtilités  un  temps  et  des  moyens  qu'on 
peut  employer  â  perfectionner  les  méthodes  et  à  aug--^ 
menter  tédifice  analyUque  ;  je  regrette  sincèrement 
^e  ce  Bavant  ne  se  soit  pas  rappelé  de  cette  excel- 
lente observation  »  lorsqu'il  a  écrit  rarticle  60  de  ses 
Elémens  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  intégrtU 
(a*  édition). 
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més(^)y  cl  y  liant  quelqtleè  idées <]m me 
Bone  particulières  y  J'ai  taxnené  les  principes 
<l6i  Calculs  diffl^endel  et  intégral  aux  mêmes 
principes  que  ceux  de  là  éimplë  Algèbre  et 
de  la  Gëométrie  ëléknentaîre^  en  né  cliangeant 
pas  la  notation  usitée  (**),  et  ^n  accélérant  ^ 


{*)  La  démonstsatîoii  qne  Lagraaga  a  donnée  de 
cette  formule  dans  la  seconde  leçon  da  Calcul  des 
Fonctions  »  patàît  an  Géomètre  consommé ,  pleine  de 
clarté  et  d'éiidenca  ^  mait  Texpérience  m*a  pronté  que 
les  commençana  n  en  jugent  pas  de  même  :  car  ayant 
d*aborâ  exposé  cette  démonsiretion  avec  très-peu  de 
modifications  aux  élèves  de  xna  classa^  ;"ai  eu  i  ré- 
pondre i  un  grand  nombre  d'olxseryafa'ons  gui  m'ont 
été  faites ,  eti  aplanir  beaucoup  de  difficaltés.  Enfia 
ce  n*est  qu*aptès  m*étre  asiuré  qne  mes  élèves  n'aper- 
cevaient plus  de  difficnhés  daw  la  cléiUdiistration  ainki 
modifiée  qne  Lagrange  a  donnée  cle  son  beaa  tbé<>- 
rème ,  que  j*ai  rédigé  Tarticle  $  pi  se  trouve  cette  dé-^ 
monstration  telle  que  je  Tai  donnée  en  dernier  h$m 
dans  ma  classe. 

Af .  Ampère ,  Géomètre  très-distingué ,  f  dentoé  «ette 
année ,  à,  FEcole  Polytechnique  oA  il  est  profeaseur 
d'analyse  ,  mie  démoneb^tion  tabûtèfte  et  trè^âgé- 
nîeiise  de  la  £i>nftule  des  fonotîonii  dérnrtef  ;-afi|is^etf]9 
démonstration  étant,  suivant  moî^  fort  inférieUf e  â  oeBa 
de  Lagrange,jem*en  sois  tenu  i  oette  daniiàr«A 

(^*y  Jen'ai  changé  (  et  oe  cliai^^mit  est  absofo- 
ment  indépendant  de  la  manière  dont  fe  présente  Ite 
prindpea  des  calculs  différentiel  et  iatépaï)  que  la 
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plutôt  que  de  retarder  ,  la  rapidité  avet  la- 
quelle, les  opérations  des  Calculs  en  question 
ont  conduit  d'une  manière  si  admirable  ^es 
Leibnitz,  Newton^  Euler,d' Alembert,Laplace, 
Lagrange ,  Legendre  et  autres  grands  Géo- 
mètres y  aux  solutions  des  problèmes  les  plus 
difficiles  de  la  haute  Géométrie  et^de  la 
Physique  générale. 

«  ■  '      ■  »  Il  I  ■         I  i  ■     ■  M      I  I  ■    ■   ■    ■ 

sotatioQ  des  diiFérentielles  partielles  ^  parce  que  celle 

j-  anciennemei^t  connue  »  et  dont  se  sert  Lacroix  dans 

•on  excellent  ouvrage  pour  exprimer  le  coellicient  d,e 

dx  dans  la  différentielle  àe  z:=:f(^x ,y, . , ,)  ,  en  ne 

faisant  varier  que  x,  îne  parait  extrêmement  vague ,  et 

peut ,  sans  une  attention  particulière  qui  quelquefois 

échappe  au  calculateur  le  plus  attentif^  conduire  à  des 

dz  ,  ,   , 

.  erreurs  I  puisque -T-  représente  aussi  le   rapport  des 

quantités  absorbées  dans  le  numérateur  et  dans  lç,d^- 
'nominateur  dNme  friction,  aux  différences,  d'après  la 
•  tôn^dération  d'un  ndémé  état  de  grandeur  de  certaines 

variables  qu'on  av^t  d*abord  considérées  dans  uu  état 
'  de  vàriarién*.  /       *^'  '"     .      ' 

La  notation (•-f)  dont  s*est  servi  Evleè{InsMutio^ 

jium  CalcnH  inteffaUs')  pour  prévenir  Tinconvénient 
qui  résulté  de  la  notation  précédente  ,  a  le  désavantage 
d*einbttmisser  certaîh  s  calculs  d'un  trop  grand  nombre 
de  parenthèses.  Mais  la  notation  dont  je  me^sers  pour 
wdiquet  les  différentielles  partielles  est  simple  et  sana 
équivo^e«  - 
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J'ai  .absolument  exclu  de  cet  ouvrage  les 

mois  infiniment  petits ^  infinitésimal ,  ainsi  que 

toutes  discussions  dites  métaphysiques  ^  parce 

que  ces  mots  et  ces  discussions  sont  des  choses 

iJ)Solument  étrangères  à  une  science  dont  les 

bases  posent  sur  des  principes  auàsi  éyidens 

et  rigoureux  que  les  premiers  élépiens  du 

Calcul  numérique. 

J'ai  pareillement  éyité^  dans  les  principes 
du  Calcul  différentiel ,  toutes  notions  des  li- 
mites ^  par  les  raisons  que  j^ai  exposées  plus 
haut  y  et  parce  que  les  limites  prises  dans  le 
sens  où  on  les  a  considérées  jusqu'à  présent 
pour  poser  les  principes  du  Calcul  differen- 
tiçl^  peuvent  donner  lieu  a  des  discussions  et 
à  des  contradictions  que  je  veux  absolument 
éviter  dans  cet  ouvrage  (*). 
Si  comme  quelques  auteurs^  très*estimables, 

(f)  Par  exemple ,  aoit  un  cercle  C  limite  d*un  poly- 
goAe  régulier  drcon^rii;  P  et  d'un  polygone  régulier 
inscrit  P';  on  aura ^  d'après  la  définition  des  limites «^ 
^  périmètres  respectifs  des  polygones.?  et  V  qnîpour^ 
roiït  ne  différer  de  la  circonférence  du'  cercle  C  que 
d'une  quantité  plus  petite  qne  toute  quantité  donnée. 
Cependant,  puisque  C  est  entre  P  et  F,  on  a  évideiâw 
inent  P^F >  P— C ,  et  >  C  —F  ;  donc  P-^F, 
et  pav  conséquent  l(P-^P')  n'est  pas  plus  pet^t  qno 

tonte    ^piandté  assignable ,  puisque  —  (P  —  P'  )  x  ^ 
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d'ailleurs  par  leurs  talens ,  je  n'avais  en  autre 

chose  à  £ure  que  de  compiler  certaines  theo^ 


étantuniiombraentierpositif  >  i  ^  ert<  -^(P— F)  : 

or  9  ri  P  et  P'  étaient  d'un  même  nombre  de  cotée  ^ 
on  aurait  P —  C>  C — P',  puisque  le  côté  d'un  po- 
lynôme inscrit  à  un  cercle  ^  et  sous-tendant  un  arc 

a» 
da  est  =  aa—-  ^+  etc.  ;  d*où  Tare  sa  —  le  côté  du 

polygone  inscrit  sss  -^  —  etc.  ^  et  que  le  côté  eorres- 

pondant  du  polynôme  régulier  circonscrit  d*un  même 

nombre  de  côtés  ,  ou  a  tang  a  a:  sui  4*  ^  4-  «te*  ; 

d'où  ce  côté    de    polygone  cîreonscrit  — -  Tare   04 

sa  -9-  4"  ^<^*  ^fais  à  cause  qu*icile  nombre  des  côtés 

des  poljrgones  P  et  P^  est  indéfini ,  on  peut ,  pour  pins 
de  généralité,  prendra  p_C>,  ou=:,ou  <C — K. 
De  li  il  suit  que  Ton  a  l'une  des  deux  quantités  P  —  C 
et  C — F  au  moins  égale  à  celle  ^(P — F)  qui  est 
elle-même  pins  grande  qu'une  quantité  plus  petite  qne 
tonte  quantité  donnée  ;  donc  la  circonférence  du  cercle 
C  n*est  plus  k  limite  du  polygone  P  ou  de  celui  V^^ 
ce  qui  est  contradictoire  avec  l'bypotiiise ,  d'après  la 
définition  des  limites. 

On  trouye  dans  un  TVaité  élémenUtire  de  Géomé^ 
ÈrU,  d'ailleurs  très-bon  »  la  démonstration  dn  tbéorèma 
suivant.  Si  deux  grandeurs  invctriables  A  et  B  sont 
telles,  qu'on  puisse  prouifer  que  leur  différence  ji  ^^  B 
soit  moindre  qu'une  troisième  grandeur  /  »  qu^qum 
petite  que  puisse  être  cette  grandeur ,  ces  deux  gran^ 
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ries  qui  se  trouvent  dans  les  excellens  Traités 
des  Calculs  différentiel  et  intégral  de  Lhopital 


deurs  sont  égales  entre  elles.  Que  dgni&e  dans  cet 
énoncé  le  ttiot  égal  ?  indiqne-t-il  l'égalité  absolue  7 
Dans  ce  cas-li,  ou  H  n'y  a  pas  de  diiFértnce  A  —  B  » 
on  renoncé  dn  théorème  estfknx.  Le  mot  égalité  est-il 
ici  modifié  de  manière  à  exprimer  seulement  que  les 
quantités  ▲  et  B  ne  diffèrent  entré  elles  qne  dNme  gran- 
denr  pins  petite  qne  toute  quantité  dcnaée  »  quelque 
petite  que  Ton  suppose  cette  dernière?  alors  la  éi^ 
monstration  que  l'on  donne  du  théorème  précédent , 
ne  fait  que  reptoâuire  une  "hypothèse  qui  était  éyi- 
demment  admissible  sans  démonstration*  C'est  cepen- 
pendant  sur  vu  tel  théorème  que  pose  dans  ce  même 
ouvrage,  la  démonstration  si  importante^  que  les  cir- 
conférences des  cercles  sont  entre  eDes  comme  leurs 
rayons.  Legendre,  celui  de  nos  Géomètres  modernes 
qui  a  mis  le  plus  de  rig^eur  dam  les  démonstratione 
des  propositionB  de  la  Géométrie  élénomilùrey  a  soi- 
gneusement évité  toutes  les  considérations  des  limitée 
dans  le  sens  où  nous  les  avons  considérées  précédem-* 
ment  ;  et  si  ce  grand  Géomètre  n«u  dit  i  la  p^  35$ 
de  la  quatrième  édition  do  sa  Géométrie ,  que  la  quau" 

tité  — ^£ —  est  toujours  comprise  entre  les  limites  i 

et r ,  on  voit  qu^îcile  mot  linùte  est  pris  dans  \m 

cos  A'  ^  *^ 

sens  absolu;  car  lorsque  A  =o>  la  quantité  — ^— 

atteint  rigoureusement  la  limite  constante  i  ^  à  laquelle 

se  réduit  aussi  dans  ce  cas-la  ^  celle  • 
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et  Bongainvîlle  (*) ,  Euler ,  Lacroix,  Bossuf  ^' 
et  dans  le  Calcul  des  Fonctions  y^2x  Lagrange^ 
le  tout  pour  le  seul  plaisir  de  me  dire  auteur 
d'un  ouvrage  sur  la  partie  la  plus  sublime  des 
Mathématiques  pures,  je  puis  assurer  que ^ 
désirant  de  mieux  employer  mon  temps  , 
j'aurais  résiste  à  la  tentation  à  laquelle  plu- 
sieurs personnes  ont  succombé  ;  car  très-sou- 
vent j'ai  trouvé  dans  ces  compilations ,  des 
démonstrations  bien  moins  claires  que  dans 
les  ouvrages  originaux,  de  certainéls  théories 
auxquelles  le  génie  inventeur  a ,  suivant  moi  , 
répandu  un  éclat  qui  se  ternit  un  peu  en  pas- 
sant par  des  mains  étrangères, et  moins  habiles 


(^  Le  marquis  de  Lhopital  publia  en  1696^  sous 
le  titre  à* Analyse  des  infiniment  petits ,  pour  l'intel-^ 
ligence  des  lignes  courbes ,  le  premier  Traité  de  Calcul 
différentiel  qui  a  paru  ,  et  cest  M. de Bougainville  qui^ 
le  premier ,  publia  en  1764  et  en  1766  ,  les  deux  parties 
d*un  Traité  de  Calcul  intégral  ^  faisant  suite  au  Calcul 
différentiel  du  marquis  de  Lhopital  ^  dans  lequel  se 
trouve  réuni  avec  beaucoup  d*ordre  et  de  clarté ,  tout 
ce  qui  était  connu  dans  ces  temps-là  sur  le  calcul  in- 
tégral ,  et  qui  était  épars  dans  différens  mémoires  oa 
livres.  Enfin ,  ce  qui  fait  le  plus  Téloge  de  louvrage  de 
M.  de  Bougainville  y  et  prouve  la  grande  utilité  dont  il 
a  été  y  c*e8t  que  l'un  des  plus  grands  Géomètres  connus , 
l'illustre  Auteur  de  la  Mécanique  analytique ,  se  plaît 
à  dire  que  c*est  dans  cet  ouvrage  qu'il  a  appris  le  calcul 
intégral. 
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que  celles  qui  ont  créé.  Mais  Touvrage  que  je 
puilie  dans  ce  moment ,  et  pour  lequel  je  solli- 
cite l'indulgence  des  Savans  ^  se  distingue  de 
tous  ceux  qui  ont  paru  jusqu  a  présent  sur  lef 
Calculs  différentiel  et  intégral,  dans  une  par- 
tie bien  essentielle  de  ces  sciences  y  qui  est  la 
réunion  de  la  rigueur  géométrique  à  Télégance 
et  la  rapidité  avec  laquelle  ces  calculs  condui- 
sent les  Géomètres  aux  plus  sublimes  et  utiles 
découvertes  en  Astronomie  y  Mécanique  et 
Physique. 

Quoique  ^aie  puisé  dans  les  excellens  ou- 
vrages dont  j'ai  nommé  les  Auteurs  précédera- 
mentyun  grand  nombre  des  matériaux  qui  com- 
posent celui-ci  ;  cependant  on  sent  que  pour 
remplir  l'objet  que  je  me  suis  proposé  et  qui 
est  énoncé  plus  haut,  il  a  fallu  trouver  beau- 
coup de  nouvelles  démonstrations ,  et  rema- 
nier entièrement  certaines  théories  qui  po- 
saient sur  des  principes  différens  de  ceux  qui 
servant  de  base  à  ce  nouveau  Traité  élément 
taire  des  Calculs  differerUiel  et  intégral.  D'ail- 
leurs ,  indépendamment  de  cette  cause  qui  a 
nécessité  des  changemens  dans  la  manière  de 
présenter  des  théories  déjà  connues ,  on  trou- 
vera encore  dans  cet  ouvrage  quelques  nou- 
velles théories  y  et  des  intégrations  plus  simples 
que  celles  dont  on  s'est  servi  jusqu'à  présent. 
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VJET  ouvrage  se  compose  de  deux  Parties, 
savoir,  i<»  le  Calcul  diffëreutiel  ei  aux  différences  ; 
Tk"  le  Calcul  iutégral.  La  première  Partie  est 
subdivisée  en  Chapitres*,  et  les  Chapitres  en  Ar* 
ticles  numérotes* 

La  seconde  Partie  qui  contient  beauaonp  plus 
d'objets  que  la  première ,  est  subdivisée  en  Sec«» 
tiens ,  les  Sections  en  Chapitres ,  et  les  Chapitres 
en  Articles  numérotés.  Mais  les  numéros  se  suivent 
sans  discontinuité  comme  la  suite  naturelle  des 
nombres  dans  tout  le  cours  de  Touvrage.  Ce  qui 
xne  procure  la  facilité ,  lorsque  je  parle  d'un  prin^ 
cipe  démontré  antérieurement ,  d'7  renvoyer  le 
lecteur  en  citant  le  numéro  de  Tarticle  où  se  trouve 
ce  principe. 

Toutes  les  formules  et  équations  que  j'ai  jugées 
de  quelque  importance  et  usage  général  ,  sont 
numérotées  comme  les  Articles  ,  et  dans  le  même 
ordre  que  ceux-ci.  Par  ce  moyen ,  lorsque  je  rap^ 
pelle  une  formule  ou  une  équation  numérotée  déjà 
démontrée,  je  place  entre  parenthèses  son  numéro 
précédé  de  Fabréviation/ôrvn.  ou  équat. ,  et  afia 
de  diminuer  les  recher<jies  du  Lecteur,  je  mets 
de  plus  le  numéro  de  Fanicie  ou  se  trouve  cett# 
ibrmule  ou  équation. 

Mais  les  formules  ou  équations  moins  essentielles 
par  elles-mèifies ,  ou  qui  ne  sont  relatives  qu'à  des 
cas  particuliers ,  je  ne  les  indique  que  par  les 
lettres  a,  6...;  eutre  parenthèses,  et  dans  Tordre 
alphabétique^  en  recommençant  de  même  à  chaq[ue 
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uûfile  oii  se  trouvent  de  ces  formules.  Par  ce 
mojen-Ià ,  lorsque  celle  de  ces  formuîes  ainsi  indi- 
qoées  se  tronye  dans  le  même  article  que  celui  oà 
j'en  parle  9  je  ne  fais  que  mettre  entre  parenthèses 
la  lettre  indicative;  mais  si  elle  est  dans  un  article 
précédent ,  j'ajoute  le  numéro  de  l'article  où  se 
Irouye  cette  fo^nule. 

Les  Notes  placées  à  ]a  fin  de  chacune  des  deux 
Parties ,  doivent  être  lues  tout  de  suite  à  mesure 
que  j'y  renvoie  du  texte* 

A  la  fin  de  chaque  volume ,  j'ai  placé  une  Table 
sommaire,  article  par  article ,  des  objets  renfermés 
dana  ce  volume  ^  et  afin  d'éviter  aux  Géomètres 
consommés,  qui  n'ont  guère  le  temps  de  lire  tout 
vn  Traité  élémentaire ,  la  peine  de  chercher  les 
articles  qui  peuvent  les  încâresser ,  j'ai  marqué  dans 
les  Tables  sommaires  des  deux  Parties,  les  articlee 
les  plus  dignes  de  Tattention  de  ces  Géomètres , 
par  un  ou  deux  astérisques ,  suivant  l'importance 
de  l'objet. 

Si  dans  le  cours  de  Touvrage,  la  forme  sous 
laquelle  j'ai  quelquefois ,  pour  abréger ,  présenté 
le  calcul ,  ou  la  manière  dont  je  me  suis  exprimé , 
laissait  an  Lecteur  quelque  incertitude  sur  la  ri* 
gaeuv  géométrique  de  l'nu  ou  d^  l'autre  ,  il  doit 
relir«  les  artides  4  ^  ^7  9  ®^  surtout  celui  4o ,  oit 
l'ai  plus  particulièrement  développé  les  principes 
rigoareux  de  la  méthode  que  j'ai  suivie  dans  cet 
ouvrage,  et  où  j'ai  prévenu  des  changemens  que 
je  me  proposais  de  faire  dans  la  suite,  soit  dans  la 
forme  du  calcul ,  soit  dans  la  manière  dont  jem'ex* 
primerais  quelquefois  pour  abréger* 
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x\jv  AVERTISSEMENT. 

Lorsque  je  rappellerai  quelque  principe  essen-^ 
tiel  des  Elémens  de  Mathématiques ,  je  renverrai 
assez  généralement  à  XAlgèbrt  de  Lacroix,  à  la 
Géométrie  et  à  la  Trigonométrie  de  Legendre  ,  et 
enfin  à  la  Géométrie  anafytique  de  Biot ,  ou  au 
Mémoire  sur  les  .Surfaces  du  prunier  et  du  second 
degré  de  Monge  et  Hachette,  qui  sont  les  ouvrages 
dont  on  se  sert  le  plus  ordinairement  dans  rensei- 
gnement actuel  des  élémens  de  Mathématiques 
pures. 

Suivant  Fusage  adopté  par  tous  les  Géomètres  ; 
je  représenterai  les  quantités  constantes  par  les 
premières  lettres  de  l'alphabet  jusqu'à  IV  inclusi-^ 
vement ,  en  exceptant  le  d  et  Vf^  lettres  initiales 
de  caractères  particuliers  que  je  conserverai  -pont 
indiquer  ces  caractères ,  et  je  représenterai  les 
quantités  variables  par  les  dernières  lettres  s  ^t^ 
Uf  i'....  deTalphabet. 

Toute  formule  dans  laquelle  entre  d'une  ina^ 
nière  quelconque  une  quantité ,  s'appelle  fonction 
de  cette  quantité  y  ce  qui  s'indique  en  faisant  pré- 
céder cette  quantité  par  lune  des  lettres  F  ^f^  ^ 
et  ç  ;  ainsi  Vx^fx,  «x  et  f x  indiquent  autant  de 
fonctions  différentes  de  la  variable  x  ;  de  même 

F  (  a:,  7 ,  js....) ,  /(  X ,  r  '  ^— ) ,  ♦  ( * ,  r  »  «-..)  » 

^(^9  J  t  ^f  — )    indiquent  autant  de  fonctions 
différentes  d'un  nombre  quelconque  de  variables 
XyjTy  JB......  abstraction  faite  des  quantités  cons* 

tantes  qui  peuvent  entrer  dans  ces  fonctions  ,  et 
que  nous  ne  mentionnerons  que  dans  certains 
cas  particuliers. 

TRAITÉS 
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TRAITÉS 

DE 

CALCUL  DIFFÉRENTIEL 

ET  DE 

CALCUL  INTÉGRAL. 


PREMIÈUE  PARTIE, 

»  '     ■  '  ;  ■  "  ,  I   ■'       '      liai 

CALCULS 

DIFFÉRENTIEL  ET  AVX  DIFFÉRENCES; 


CHAPITRE  r. 


Principes  purement  algébriques  i  sur  les^ 
<IMls  pose  le  Calcul  Différentiel;  nota^ 
tion  de  ce  Calcul  y  ainsi  quede  celui  des 
Différences  ;  définitions  relaiiuei  à  ces 

*  deux  Calculs.  ^    ' 

1.  i3l  poBF  troaver  les  différentes  yaletirs  dé  y  gui 
réfolyent  le  problème  indéterminé  ejçxvnaé  analytique^ 
ment  par  l'éqaation 

y^^f^ (^* 
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%  CALCULS  DIFFÉRENTIEL 

on  fait  Taper  x  stuhrant  les  termes  de  la'progression  par 
différence 

-rX.x-f-Ax.x+a  Aa:.x-f-3  Ax.x4'4^* (*)» 

dont  la  raison  on  différence  est  As  \  on  aura  à  ces  dif- 
férente» ydeurs  de  la  Variable  x,  nne  suite  de  yaleart 
de  sa  fonction  jr ,  telle  que 

dont  les  différences  des  termes  ne  pourront  être  égales 
que  si  ^  est  du  premier  degré  par  rapport  à  x  ;  mais 
dans  tout  autre  cas ,  représentant  respectivement  les 
^fférences 

y -y»  y-y^  y-y^  y-y-  •  •  •  (^ 

par 

Ajr.   Ay,  àf,  Ay (0, 

abstraction  faite  des  signes  qui  précèdent  ces  diffé^ 
rences ,  on  aura  les  termes  de  la  suite  (e)  qui  différe- 
ront entre  e|ix ,  et  représentant  respectivement  les 
différences 

Ay^Ajf,   Ay—  Ay,    Ay^-Af (/) 

par  les  termes  de  Usnito 

AA^,  AAy,   AAy Çg), 

toujours  ^straction  faite  dee  ei^es  que ,  pour  plue  de 
simplicité  »  nous  contiBUons.à.  cpi^fl^dérer  comme  po^- 
tifê,  01^  aura ,  «i  les. termes  de  la  suite  (g)  ne  sont 
pas  égaux  ,  la  suite  des  différences  de  ce^  termes  ^ 
qui  sera 

AAy— aA^,   AAy^AAy.,...(A), 

et  dont  nous  représenterons  respectivement  hs  termes 
par 

Aîy,   Ay (i). 
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%t  ain^  dé^floke  juaqu'i  ce  qu'on  pamenne  à  vam  aérit 
dextermes  tous  égaux  entre  emc 

Les  premiers  termes  A^,  A  A^ ,  A^  des  suites  (e), 
(g),  (i)  sont  respecliyemciit  les  différences  première , 
seconde  ,  troisième  de  la  variable j^.  Enfin»  générale*^ 
toent,  A^  est  la  différence  mf*^  de  ^ ,  et  lorsqu'au 
opntiouant  à  prendre  les  différ^ces  de  termes  de  là 
dernière  série  qu*on  a  obtenue ,  Von  parvient  à  une  suita 
de  termes  égaux 

'^^,.  ^y,  A"y%  ^y , 

alors  la  différence  n*^^  dey  est  dite  constanle. 
Par  exemple  »  soit  y  =  x^  ^  en  faisant  suocessîvemeiït 

x=:  i,a,3,  4i^»^ >^^  a  pour  les  valeuri 

eorrespondantes  de  ^ ,  la  suite 

•     I,    8,    37,.    64,    MiS,    fliff...,, 

dont  les  différences  prennéte»  ,  reipectirement  Apr^-^ 
sentées  par  les  termes  de  Ja  suite  (é),  sont 

,  7  *     »9\    37  ,    61  ,    91... • 

Les  différences  secondes ,  respectivement  représentées 
par  les  termes  de  la  suite  (g) ,  sont 

la  ,    18  ,    a4,     5o..... 

Les  4ifférences  troisièmes^  re^ctivement  r^ésen'4 
tentées  par  les  termes  de  la  série  (  i>  ,  sont 

et  comme  les  termes  de  cette  dernière  suite  sont  égaux; 
nous  en  conclurons  que  la  différence  troisième  de  la 
suite  formée  par  les  cubes  des  nombres  qui  ne  différent 
entre  eux  que  de  Tunité ,  est  constante.  Nous  âvon» 
dans  cet  exemple  Aj^  =  7 ,  A'y:=ntà  et  A^z=:  Ç  qui 
est  constante. 
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4  CÂLCVLS  DIFFÉREHTIEL 

a.  n  est  essentiel  de  ne  pas  confondre  entre  ellee 
les  trois  notations  A  ^y  qui  représente  la  différence  du 
n'^'  ordre  dejf  ;  Ay*  qui  exprime  la  puissance  n'^^^da 
)a  différence  première  de  y)  et  A  ,y^  qui  indique  la 
différence  première  de  la  n'^'  puissance  dey.  Ainsi 
A  »  ,y^  représente  la  différence  du  m*'*~  ordre  de  la  n*^* 
puissance  dey. 

Nous  avons ,  dans  Fexemple  de  Tarticle  précédent , 
A'y  =  la,  Ay^  =  7*î^343,  et  à  cause  de  y-znoi?^ 
on  a  Ay==A.j^,  A*y= A*,  a?*.  Cette  notation  est  bien 
essentielle  à  retenir  ;  de  même  qu'il  est  nécessaire  de  se 
rappeler  que  la^difiTérence  A  x  de  la  variable  x^  étant 
prise  constante  ^  nous  ne  considérerons  comme  variables 
que  les  différences  de^  ou  dey  qni  représente  cettd 
fonction. 
3.  Cela  posé  ,  reprenons  notre  équation 

y  =^f^ (V). 

et  représentons  par  j/  ce  que  devient  y  lorsqu'on  substi- 
^tue  dans  sa  valeur  fx ,  la  quantité  qp  -f-  Ax  à  la  place 
de  X  ,  d*où  , 

y  =/(x+  Ax) (i), 

et 

Ay  (=«y  —  ^)  =/(«  +  Ax)  -/x....(c). 

n  faut  donc  pour  déterminer  la  valeur  générale  de 
Ay  (=:  A  .fx)  en  fonctions  de  x  et  de  Ax,  trouver 
l'expression  génér^de  du  développement  de^ (x-|-  A  x)  , 
X  et  A  X  étant  des  quantités  indéterminées. 

!  Or ,  il  est  clair  que  le  développement  de  f  (x+  A  x) , 
doit  ^tre  tel  qu'il  se  réduise  kfx  lorsqu'en  &it  Ax=o; 
4onc  il  doit  se  composer ,  i^  àtfx\  ix^  d'une  fonction 
j^  X  et  de  Ax  y  ^e  je  représente  par  ^  (  x,  Ax  )  > 
et  4ont  le  développement  doit  avoir  tous  les  termes 
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Binlëplfés  par  Aoï/aGn  qu*il  8*évaDouis$e  entièremtnt 
lorsqu'on  îsà0£i  a;  =  o  ;  on  aura  donc  en  premier  lieu , 
eafêisênt  f  (x,  Ax)  =  Aj?^'(x,  Ax),  * 

Hais  A  a;  étant  une  quantité  arbitraire  que  1  on  peut  ^ 

conséquemident  toujours  prendre  rationnelle^  ne  saurait 

par  80ft  introduction  dans^x ,  augmenter  les  radicaux  ' 

991  entrent  dans  cette  fonc^n  ;  donc  le  déreloppement  « 

4»^'  (x  y  Ax)  ne.peut  renfermer  que  des  puissance»  T 

eotières  de  A  x  ;  car  s*il  y  avait  des  termes ,  et  même  un  * 


leul  terme  de  la  forme  M  A  x"  ,  ou  M  V^  Ax"*,  m  et  »  • 

étant  des  nombres  positifs  et  premiers  entre  eux  ,  c«  ^ 

terme  pourrait  être  pris  de  n  manières  différentes ,  ainsi 
que  renseigne  l'Algèbre  dans  la  théorie  générafe  de» 

équations.  Donc  à  une  seule  manière  de  prendre  fx  ' 

dans  l'équation  (d) ,  répondrait  un  nombre  n  de  mar  } 

nières  de  prendrey(x  -f-  Ax),  ce  qur,  comme  non»  *j 

Tenons  de  le  dire ,  ne  peut  être.  De  même ,  le  dévelop- 
pement de  ^^  (  X,  A  X  )  ne  peut  avoir  que  des  puissances  1 
pi^ves  de  Ax;  car. s'il  s*y* trouvait  un  seul  terme  de 

h  forme    ^  ^  ;  il  s'ensuivrait  qu'en  fusant   A  x  =5  a ,. 
Ax*  '  ^      .  ' 

Véqnation  (d)  se  réduirait  à  celle  ^=:^+  ao ,  ce  qui        \ 

est  absurde  (voyez,  la  note  i  ).  Donc»  d'après  toutea 

ces  considérations ,  la  forn^e  la  plus  générale  que  pourra 

a?oir  le  dévelo^ement  dejr(x-|»-  Ax),  sera  donné» 

pir  Véquajtion 

/(x+Aa:)=/x+F.xAx+'F.^Aa-  ) 

^FjxAx^+F^xAx^^-  etcj'"^^'' 

F,x,  F«x étant  des  fonctions  de  x  encore  indé- 
terminées ,  dx)ntjiotts  allons  c&ercber  tes  relations-  avec 
U  fonction  primiKvc  ^. 
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Ç  CALCITLS  DIFFÉRENTIBt 

Les  coefficieiM  des  différentei  puissances  de  A  dPAanr 
réquation  précédente  (e) ,  étant  indépeiAans  de  Tao* 
croissement  qne  l'on  fait  éprouver  à  la  variable  x  dans 
la  fonction  primitive  fx ,  resteront  les  mêmes  lorsque 
nons  substituerons  i  Ax  la  quantité  à,x+  i'x,  ce  qui 
.  changera  l'équation  (e)  en  celle 

/(x+Ax-Mtr)=/x+F.x(Aa>f.^x)  1         -^ 

H-Fi^C  A  x+/xy+Fpp (  A ap+Xx)*+ctc. J  •  •  ^^ -^' 

De  même ,  la  variation  A  j;  que  Ton  fait  éprouver  à  la 
varidl>le  x ,  étant  indépendante  de  la  grandeur  de  citta 
variable ,  ne  changera  pas  dans  l'équation  (ey,  lorsque 
nous  7  mettrons  à  la  place  de  x  la  quantité  x  +  ^ ,  cai 
qui  nons  donnera 

/(«+/ïc+Ax)=^(x+^)+F.(x+J'à;)Aa:  1 

Développant  les  puissances  de  âkx  +  tx  dans  l'équa- 
tion (/) ,  et  les  fonctions  de  x-^Sx  dans  l'équation 
(g) ,  en  nous  arrêtant  i  la  première  puissance  dt  i'x , 
ce  qui ,  comme  on  va  fe  voir  tout  à  Théure ,  est  suffisant 
pour  déterminer  la  loi  de  la  suite  (e)  ;  on  aura ,  par  le 
développement  de  l'équation  (/),  celle 

/(x-f  A  x+fx):=fx+FtX  A  x+F,x  A  x»+F,r  A  x^+etc.  ^  .  ' 
4-(F,x+-îiF«x  A  X+3F3X  A  x*+4F4X  A  x^+etc.)  «Tx+etc.  J  ^^ 

Lo  développen^ent  de/(x  -|-/x)  doit  évidemment 
être  le  même  que  celui  de/(x-+"Ax)[]  équat .  («)] , 
en  mettant  dans  ce  dernier  J^  à  la  place  de  A  x  ;  on . 
aura  donc 

/(x  +  /x)=/x+F,x<Px  +  etc.,..(i), 

Or  »  il  est  évident  que  la  forme  et  la  relation. qui  existe 
entre  les  termes  de  cette  derrière  équation  >  étant  in- 
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£T   AUX  DIFFÉRENCES)  7 

dépendantes  de  la  fonction  dç  la  variable  x  sur  laijae  (  /^ 
on  opère ,  Ton  aura  de  même  les  équations 

F,  (x  4-  ^  )  =  'i^  +  Pwoclx  +  etc.)  *^ 

F.  (x  +  /ic)  =  F»r  -J-  f^hc  +  ctc.f         ^,x 

F,  (x  H-  ihr)  =  F3x4-  i|3X*îr+  etcY ^  ^' 

etc.  3 


dans  lesquelles  les  relations  respectives  de  fiX,  ^.r, 
^9X.  ^ •  ^  à  F,x ,  F»x,  *F)X.  ; . .  seront  les  mêmes  quo 
celle  de  F^xàfx.  Donc  si  nous  appelons  F|X  la  fonction 
dérivée  de  celle  fx,  nous  aurons  les  fonctions  ÇiX  ,  ^^, 
^x,  • .  qui  seront  reipébtivement  dérivées  des  fonctions 
F,x,  FaX,F3X.r..,comHie  celle  Fixestd^ftivéedelft 
primitive^. 

Substittiant  la  valeur  de/  Qx  +  ^-^  ^  t  équat.  (  t  )1  > 
et  celles  de  F,  ( X  +  J'x)  ,F»(x  +  ^). . .  [éq.  {hy\ 
dans  lëquation  {g)  ^ona, 

f(x+  Aa:+tx)=zfx  +  F,xùx+F^àJi^\ 

+  F5xAx*  +  F4xAx4-fetcy    .^ 
+  (  F,±+^,x  A  x+^.x  A  x*+ftx  A  x^^-etc^xr**^  ^^ 

•       +etc.     ) 

Retranchant  de  l'équation  (h)  celle  (/) ,  il  vient 

i    )F,jr)  AjE^-SFjx)  Aar-^h^F^rl  Aar»H^Cc.) -«.«tc^o. . .  (mV 

Qr ,  il  est  clair  que  si  nous  ne  nous  étions  pas  arrêté  dans 
les  dl&vèloppemens'  des* équations  (/)  et  (jg)  à  la  pre- 
mière puissance  de  ^  ,  nous  serions  parvenus  à  une 
équation  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  ascen^ 
'  dantes  de  i^  de  ia  forme 

A  +afx  +  GPx*4- «tc.'=o. . .  .(/i)  / 

dans  laquelle  Areprésente  laseule  partie  conseryëe  dan» 


Digitized  by  VjOCWfC 


8  càlcitls  différentiel 

réqnation  (m).  Mais  puisque  réquationi(7t)  iloit  avoir 
lien  indépendamment  des  valeurs  de  tx,\l  faut ,  pour 
•atisEûre  généralement  i  cette  condition ,  que  A  =  o  ^ 
B  =  o ,  C  =  o.  • .  •  Donc 

aF.x  +  3Fsxl  ^x+  4^4^)  ^^  +  etc.  =  o. 

De  même  cette  dernière  équation  devant  avoir  géné-^ 
ralem^t  lieu  indépendamment  des  valeurs  de  «A  4? ,  t» 
aura  les  équations 

{aF^— ^ia:=:0,  SFa^p— f pc=o,4F4X— fjrsso.. .} ..  .(o): 

!Mais  si  y  pour  plus  d'imifonmté  dans  la  notation^  nous 
représentons  par  fx  la  fonction  F|X  dérivée  àtfx  ^ 
nous  aurons  FiX:=ifxi  donc  représentant  par /"x 
la  fonction  dérivée  defx  |  et  noua  rappelant  que  nou9 
représentions  par  f  |X  la  fonction  dérivée  àfi  FiX ,  nous 
aurons  f  iX  =ifx  :  mais  de  la  première  équation  du 

groupe  (o) ,  on  tire  F.x  nsrîi— ;  donc  F^x=^ — .  De 

même  »  représentant  par  fx  la  fonction  dérivée  de 
celle /'x,  et  £aisan(  attention  que  ^«r  représente  la 

fonction  dfflSrée  de  F*x  ou  de  sa  valeur*^ — ^  nous 


X 

aurons  p^x  =sr^ —  ,  et  substituant  cette .  valeur  dana 

la    seconde  équation   du   système    (o)„  il  viendra 

fx 
F|X=:;r^— ^«  Continuant  >  suivant  la  même  notation,  i 

représenter  par  f^^x  la  fonction  dérivée  de  c«lle/*x^  et 

observait  que  ^x  est  la  fonction  dérivée  de  celle  F^x^ 

fx  P^x  ^^   ; 

ou  de  sa  Valeur  '— =  >  nous  aurons  fjx  ss-^-^a-.  Or,  ni 

^x 
troidième  équation  en  (o)  donne  F^.  s=  ^ ,  don« 
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ET  kVX  DIFFÉRENCES.  } 

T4 a?  =:  ^  ^  ; ,  et  ainsi  de  suite,, on  trouverût  que 
génialement  f^^'>x  étant  la  fonction  dérivée  de  celle 
/t-Ox,  on  a  F^ z=z    ^  • 


..7» 


Substituant  ces  valeura  de  FiO? ,  F^x ....  dans  Téqna* 
tioà  («)  y  et  considérant  en  même  ^emps  les  deux  cas.  oA 
la  différence  A  x  est  )K>sitiTe  et  iîé{^attye ,  on  aura  l'é« 
^tion 


pat  *le  moyen  de  laquelle  on  développera  aisément  la 
fonction  variée  f(x±:  A  a?)  d'une  fonction  primi^ 
tive  donnéefx,  lorsqu'on  connaîtra  par  on  mojen  quel- 
conque ,  que  la  simple  algèbre  founut  souvent  la  pre- 
mière fo|iction  dérivée /^JB,  pnisqu'alors  on  aura  la  loi 
suivant  laquelle  chaque  terme  se  dérive  de  celui  qui  le 
précède» 

Substituant  cette  valeur  de/(tc±:  Ax)  dans  Féqua-' 
tion  (c)  ,  on  aura  celle 

Ay=±,fxà.x+fx^f±  r*  ^ 

qui  'servira  par  les  mêmes  moyens  que  ceux  indiqués 
précédemment  9  à  trouver  la  différence  de  deux  étatr 
de  grandeurs  d*une  fonction  variable ,  lorsqu'on  a  ùât 
varier  la  variable  d'une  quantité  déterminée  et  cous- 
tente  ±  Aor. 


a^ 
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Ces  formules  (i)  et  (^)^ont  on  aperçoit  déjà  Tuti-. 
lité'dans  les  développeiiiens  et  recherches  des  différences^ 
des  fonctions  rariables  considérées  dans  deux  états  de 
grandeurs ,  se  présenteront  sous  une  forme  beaucoup 
plus  commode  et  utile  à  l'article  38. 

4.  Divisant  Téquation  (s)  par  Ax,  on  a  celle 

dans  laquelle  nous  prenons  1  pour  plus  de  simplicité  ,1a 
différence  A  x  positive.  Or,  si  nous  considérons  main-- 
tenant  la  variable  x  dans  un  seul  état  de  grandeur ,  ce 
qui  donne  A  x  =  o ,  et  par  conséquent  aussi  A^  =  o  , 
puisque  y  n*est  quune  fonction  de  x»  Téquation  (a) 
se  réduira  à  celle 

5=/'* («)• 

La  fraction  |  considérée  isolément ,  ne  présente  qu'une 
signification  vague,  puisqu'elle  peut  représenter  une 
quantité  nulle ,  ou  infinie ,  ou  finie  ,  suivant  que  l'on 
considère  son  numérateur  coQun^  provenant  d'une  ab- 
sprption  répétée  d'un  £icteur  significatif  par  plusieurs 
fscteurs  égaux  i  zéro ,  et  son  dénominateur  comme  ne 
provenant  que  de  l'absorption  d'un  facteur  significatif 
par  un  nombre  moindre  de  facteurs  égaux  à  zéro  ; 

telle  ert  la  fr.ctmi?::^=î==2liiZLl2IlZlL) 
=  1  ?=:  o  ;  on  que  l'on  considère  l'inverse  du 
cas  précédent ,  telle  est  la  fraction  '  "^Jln;  =  -  =^ 
TTr — ^ — .  ^     x  =  rr7 ^=-'»  on  enun^ 
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^e  Ie9  deux  termes  de  la  fraction  sontl^nsidéré»  f 

comme  proYenaDt  des  absorptions  de  facteurs  signifia  | 

câdb  par  un  même  nombre  de  facteurs  nuls;  telle  est 

îXL^a  — ûOa(i — i)a-. 

ia  traction  r"—rr=-=:^-^ \^^T*  ^®   premier     . 

membre  de  l'équation  (aj  est  d^s  ce  dernier  cas,  ^ 

abstr2(ction  faite  pourtant  des  valeurs  propres  à  f^x 

que  nous  ne  considérons  que  d'une  manière  abstraite , 

et  qui  ^  considérée  d'une  manière  concrète,  pourrait 

être ,  çonune  nous  en  yexrons  des  exemples  dans  la 

suite,  nulle  ou  infinie.  j 

Pour  indiquer  généralement  le  cas  analytique  exprimé 
par  réquation  (a)  ,  an  moyen  d'une  notation  bien  simple 
qui  nous  rappelle  en  même  temps  que  le  zéro  du  numé-  •  | 

rateur  de  la  fraction  provient  dans  ce  cas  ci ,  de  A  y  ,  et     ' 
que  celut.du  dénominateur  provient  de  ^x ,  lorsque 
considérant  la  ranable  x  dans  un  seul  état  de  grandeur ,  , 

ces  deuxdifférences  s'évanouissent  spontanément,  nous  ^ 

mettrons  l'éq^atioB  (a)  sous  la  forme 

dans  laquelle  dy  %tdx  sont  des  zéros  qui  rappellent  res- 
pectivement les  différences  /^y  et  Ax,  et  sont  les[ 
résultats  de  l'absorption  de  facteurs  finis  par  un  même« 
nombre!  de, facteurs  nuls.  (Voyet  la  note  II.) 

Ç.  L'équfi^tion  (d)  que  nous  considérerons  ici  eous  la 
forme  (3)  ,  s'appelle  l'équation  aux  différences,  parce 
qu'elle  donne  la  différence  Ay  des  deux  états  de  gran- 
deurs d'une  fonction  variable jf  (=/i)  ,  lorsqu'on  a 
considéré  la  variabJe  x  dans  deu^^tws  de  grandeurs  x 
et  a/  qui  diffèrent  entre  eux  de  la  différence  ^x  de 

cette  variable. 

• 

Mais  l'équatioa  (4)  dont  le  second  a^embre  ne  sa 


•  •■S- ;■■..>"  ■  ■  •• 

J 

1 
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impose  ^qae  d*an  fenl  ttrmtf^x  de  celle  aux  iîHh^ 
rences  (3)  »  et  qui  pourrait  par  cette  ruBon  8'appeler 
éi/uation  partieÛe  des  différences ,  s'appelle  plus  géné- 
ralement équation  différentielle  ,  Ce  qui  exprime  d*an« 

dy 
manière  plii&  simple ,  que  la  valeur  de  ^'  [  équat.  (4)] 

u^est  qu*un  diminutif  de  celle  de  -^  (^éqnat.  (3)3* 

On  appelle  par  analogie ,  différentielles  de  y  et  de  a^^ 
les  zéros  représentés  par  dy  etdx  /provenans  respectif 
irementdes  différences  A^^  ^x ,  lorsqu'elles  se  sont 
spontanément  éranouies  par  la  considération  d'un  seul 
état  de  grandeur  de  la  Yariable  x ,  et  par  conséquent 
de  sa  fonction  jr. 

Lorsqu'on  ne  yeut  qu'exprinfer  la  différentielle  d*tuie 
variable  r ,  ou  d'une  fonction  quelconque  yariable  repré- 
sentée par  une  simple  lettre^,  on  l'écrit  comme  nour 
l'avons  faî^  précédemment ,  sans  interposer  aucune 
marque  ou  caractère  entre  la  caractéristique  d  et  la 
variable  x,  ou  la  représentation j^  de  sa  fonction.  Mais 
<i  l'on  veut  indiquer  la  différentielle  d'une  fonction  mo- 
nôme variable ,  on  met  entre  la  lettre  d  et  la  fonction 
variable^  un  point;  et  si  c'est  la  différentielle  d'une 
fonction  polynôme  ,   on   met  celle  -  ci   entre    deux 

parenthèses^  Ainsi  li.x",  d  fax"  —  -  +  qj  indiquent 

respectivement  les  différentielles  des  fo];pittles  variable» 
écrites  après  la  lettre  d. 

6.  De  l'équation  (4)>  et  conformément  aux  défi- 
nitions et  notatio  j£  prédfedentes ,  il  suit  que  le  rapport 
de  la  différentielle  â9  la  fonction  d'une  variable  à  la 
différentielle  de  la  variable ,  est  égal  au  coelGcient  de 
la  première  puissance  de  la  différence  de  la  yariable 
dans  le  dév^oppemeat  de  ]&  fonction  proposée  ,  locs^ 
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^'on  a  angmenté  ou  diminué  la  variable  de  sa  diffe- 
V«nce;  et  à  cause  que  ce  coefficient  est  indépendant  de 
Jacfifférencede  layariable ,  on  peut,  pour  simplifier  l'é- 
noocéde  cette  proposition ,  dire  que  le  rapport  de  la  dif- 
férentielle de  la  fonction  d'une  variable  i  la  différentielle 
de  la  variable^  est  égal  au  coefficient  de  la  première 
puissance  de  la  différentielle  de  la  variable  dans  le  dé- 
veloppement de  la  fonction  donnée^  lorsqu'on  a  substi^ 
tué  dans  cette  fonction  la  variable  augmentée  de  sa  dif-* 
férentielle.  Ainsi  ^  pour  avoir  la  différentielle  d'une  fonc* 
tion  variable ,  il  ne  faut  que  trouver  ce  second  terpueda 
développement.  Le  calcid  qui  mène  à  ce  résultat  s'ap- 
pelle differentiation,,  et  celui  qui  sert  à  trouver  la  dif- 
férence entière  ][équat.  (a)3  s'appelle  différendatiom 
totale. 

De  même  nous  appellerons  difflérentier  une  fonction 
rariable  ,  l'opération  qu'on  fait  pour  obtenir  Je  rappoit 
de  sa  différentielie  i  celle  de  la  variable  *;  et  nous  ap<- 
pello^ons  prendre  la  différence  d'une  fonction  variable, 
l'opération  qu'on  fait  pour  obtenir  l'expression  de  la 
différence  de  cette  fonction  par  une  àuite  telle  que^Ut 
(a)  Cart.5]. 

Ainsi  pour  différencier  la  formule 


.(a). 


je  cberche  le  second  terme  du  déyeloppement  de 
«  (,a?  +  ir)*"»,  qui,  comme  on  l'a  vu  en  algèbre,  est 
d::a7?ii*'^»dx,  d'où 

£:|^  —  ±  anw=t:»-i., . . (5). 

Donc  dx  étant  la  différentielle  de  la  variable  x  ,  \m 
ferjaule  ±,  amx=^'dx  est  la  différeatieHe  de  aar^*  . 
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Mais  si  Ton  Teut  prendre  la  différence  de  la  même 
fonction  variable  oj^,  alor«  il  faudra  compléter  le' 
développement  de  la  puissance  db  tti  da  binôme x-f-  A  x  » 
et  1*011  am:ad*abord  pomr  l'exposant  positif 

et  pour  l'exposant  négatif  »  il  viendra 
^•"      — (x+Ajr)-       x«—         x-Cx+Ax)-       ^ 

"^  x>«»+mx»— *Ax +x*Ax~ 

équations  dans  lesquelles  Ax  étant  la  diflPérence  de  x , 
on  a  les  différences,  des  fonctions  x**  et  x"*-  qui  sont 
respectivement  les  seconds  membres  des  équations  (b) 
et  (ç). 

7.  Soit  qu*on  prenne  la  différence^  ou  que  Ton  diBTé- 
rentie  une  fonction  variable ,  il  est  clair  que  si  dans 
cette  fonction  il  y  a  un  terme  tout  constant ,  ce  terme 
disparaîtra  dans  la  différentiati^  totale ,  et  par  consé- 
quent aussi  dans  la  différentiation  partielle  ;  car  dans 
la  première  de  ces  deux  opérations,  la  quantité  cons-^ 
tante  restant  la  même  lorsqu'on  substitue  i  la  variable 
cette  même  variable  augmentée  ou  diminuée  de  sa  dif* 
férence ,  il  est  clair  qu'en  retranchant  de  la  fonction 
transformée  la  fonction  donnée  »  ,1a  quantité  constante 
dispar^a.  De  mêipe ,  puisqn'en  divl^t  la  différence 
de  la  fonction  variable  par  celle  delà  variable»  et  fai- 
iant  cette  dernière  différence  égale  à  zéro ,  la  formule 
aux  différences  se  réduit  à  la  formule  différentielle ,  il 
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•  ensait  que  la  constante  ne  6q  reproduit  pa«^  et  que 
conséquemment  elle  disparaît  dans  la  difij^rentiation 
partielle.  Ainsi  généralement ,  représentant  par  c  niàt 
constante  quelconque  ,  on  a.  A  (Jx  +  c)  =  A  ,fx,  et* 
de  même  d  (Jx  -^  c)  =  d.fx',  d'où  nous  conclurons 
que  les  différences  ou  différentielles  de  deux  fonction» 
Tariables  égales ,  sont  identiques  ;  mais  que  des  diffé- 
jences  ou  différentielles  peuvent  être  égales  sans  appar* 
tenir  à  des  quantités  égales.  Cette  observation  est  de  la 
pics  grande  utilité  dans  le  calcul  qui  sert  à  revenir  des 
différences  ou  différentielles  anxfenotioiis  mêmes,  aTnsi 
que  nous  le  verrons  lorsque  nous  traiterons  cette  belle 
partie  de  Tanalyse. 


CHAPITRE  IL 

De  la  différeniilali(m  desfanctions  alg^htiq^s 
*  et  transcendantes  d'une  seule  variable. 


8.  JLiA.  règle  générale  pour  diffSrentier  toute  fonc^  . 
tien  d'une  seule  variable ,  déduite  de  la  proposition 
éflOQcée  â  Varticle  ^,  exigeant  la  conna&satice  du  se^ 
cond  terme  du  développement  de/(x4-^)>  ^ 
«8t  à  ^Torpbs  de  déduire  de  certainee  diffèreatiationt- 
obtenues  par  ce  moyen ,  des  règles  qui  puissent  conve«« 
nir  à  la  recherche  des  différentielles  des  fonctbns  va- 
riables d'une  même  .classe.  'Cjnt  ainsî^  par  exempfej 
qu'ayant  trouvé  à  Tarticie  G  ^  d*après  la  règle  générale 
énoncée  dans  cet  article ,  ^ç  ' 

rf.x=*?»33i:  mx*^yiç. - . .[  équat.  (5)] , 
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on ,  plus  généralement ,  que 

^  d.(aj^+  c)=±:max=^^^'dx. . .  .(6)  [art.  5]  > 

on  en  conclura  que  TéquadonCG)  ayant  lieu  )  quel  que 
5oit  l'exposant  m  (  Comp,  cCAlg,  de  Lacroix ,  art.  65 
et  66  )  9  il  faut,  pour  difTérentier  une  fonction tnonoma 
d*nne  seule  variable  »  diminuer  l'exposant  de  la  va^ 
fiable  Jtunt  unité  ^  et  la  multiplier  par  le  produit  de. 
son  ancien  exposant  et  de  sa  différentielle. 

Voici  quelques  exemples  : 

l\  d.iaj?  +  b)::^^ax'^dx. 

a\  d,(j^  +  *)  =  C^  —  n)  ojr-^-'dx. 

4*.  J.(A|^x4-*)«^^~**c= 


adx 

>     * 


5*.  Pour  dîfférentier  la  formule   ya"^  —  a?*,  soit 
fait  z  =  a"  —  a^r  ^^^   ^  =  — "nj^^dxy  mais 

d.yz=i  -  ^        dz',dùnc  substituant  dans  cette  der- 

P 
Bière  équation  les  valeurs  de  z ,  ainsi  que  celle  de  <&  » 

il  vient 

il  |/(a*"  — ;r")=— 2(fl«"  — a:*  )'  a;^'*B 
—  nx^^^dx 
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9.  Passons  actuellement  à  la  difFérentiation  des  quan- 
tités qui  se  composent  de  plusieurs  termes  affectés  de  la 
même  variable.  Soit  généralement 

y  =;/x  +f,x  +f,x (a) , 

f^  >f\^  —  •  •  •  •  représentant  des  fonctions  monômes 
de  la  variable  x.  La  différence  de  cette  équation  (a) 
est 

ûjy=/(x+Ax)+/(x-f.Ax)+/.(x+Ax).,., 

Mais  Véqoation  (i)Qart.  3]  donne 

/  Cx4^  Ax>=/x  +fxà^x  +  fx^+etc. 

/(x+Ax)=y;x+/;xAx+/',x-^  +  etc. 

^(x+  Ax)=f^+f^Ax+f^^+  etc. 


Donc  ,  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  Ay , 
réduisant  tt  divisant  toute  Téquation  par  Ax  ,  il 
vient 


^=fx  +  f,x+f'^. 


'    +  i  (J'x  +f\x  +r^- . .)  Ax  +  etc., 

et  €;on8idérant  la  variable  x  dans  trn  seul  état  de  gran- 
deur, d'où  Ax=o  et  ùyzzzo;  enfin  indiquant  ton- 

ionrs  ce  cas  partîcnlierpar  fa  substitution  de  -f^  à  — ^  , 

dx     Ax 
on  a  réguation  différentielle 
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Ainsi  la  différentielle  du  polynôme  ^+/eX+/^. . , 

est 

/■ 
c^est-à-dire  qu'elle  se  compose  de  la  somme  des  diffé- 
rentielles de  tous  les  termes  variables  du  polynôme  pro- 
posé. Donc  y  règle  générale  ,  pour  avoir  la  différen- 
tielle d'an  polynôme  dont  les  termes  sont  fonctions 
d'une  seule  variable  /  il  faut  différentier  chaque  terme 
partkuUèrement ,  et  écrire  toutes  ces  différentielles  à  la 
4uite  les  unes  des  autres  avec  leurs  propres  signes. 


n 


1 

Exemples,  i*.  Différentier  ax— bx*  -f  c  i/x y 

La  différentielle  de  ax  est  adx  ;  celle  de  •*  bx^  est 

—  mbx^dx.  celle  de  c  i/x  est  -  ;  enfin ,  la 

'  ^  n  n 

différentielle  de  —  A  ^t  •^^;  donc  écrivant  toutes 
xr        xr^ 

ces  différentielles  à  la  suite  le»  unes  des  antres  avec 

leurs  signes ,  et  faisant  de  <2x  un  facteur  général  >  il 

vient 

«I  (ox  — 6a:*  +  c  |/a:  — ^^ 

n  V^x— » 

^. 

a».  Différentier  (ax+by*)"»  —  V^a  +  bx  +  ex*. 

Faisons  X=:ax+&ar»,X''=a-|-6x  +  «*,  ce  qui 

q 

réduit  la  proposée  à  la  f<Mint  X*-—  J/X'  dont  la 
différentielle  est 


Digitized  by  VjOOQIC 


ET  ACX  DIFFiaEHCES.  ,- 

Jbij  dX  =  (o + Six»  )  dx  et  dy^  (  5  +  âcr)  «fe  • 
Jonc  «ubstituanl  les  valeurs  de  X,  X',  dX  et  dXf 
«nsla  fomnle  (i) ,  on  trouvera  que  la  difiFérentielIs 
dediandée  est 

rm(ac+iaJ)— (a+5ix») : b  +  acx         -,  ^ 

•f"*^  v"  ^°  d'n»«g«  dn  calcul ,  ott  acquiert  bien 
wte  1  habitude  d'opérer  directement  «ur  les  quantité» 
données,  sans  le  secours  des  symbole»  auxUiaires  servant 
à  rq»ré»enter  des  polynômes  compris  sons  nn  exposant 
qnelconquej  c'est  de  cette  manière  qn«  aon»  «Iloot 
Cnaiter  l'exemple  suivant. 


"^m  V  [«-  "1-+  V^T^'j 

Ce»  exemples  renferment,  à  peu  près ,  les  cas  les 
plus  compliqués  que  Ton  puisse  proposer  pour  la  dif-* 
fërentiatioii  des  fonctions  algéjiriqqet  d*1^le  seule  ytm. 
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riable  ;  alnri  nous  passerons  tout  de  suite  aux  dilFéreii- 

tiations  des  quantités  transcendantes. 

lo.  On  démontre  en  algèbre  que 

m  représentant  le  logarithme  naturel  de  la  base  a  :  donc 
diDerentiant  d'après  la  règle  enseignée  précédemment 
(art.  9)^  il  viendra 

d.a'  =  mdx\\  +  mx  +  ^  +  ^+etc:y 

Mais  la  série  comprise  entre  les  deux  parenthèses^  est 
TexpressiQu  de  a';  donc 

d*a^=: mc^dx  1=  a^îadx. . . .  (7)  , 

«n  représentant  par  la  le  logarithme  naturel  m  de  la 
base  a, 

La  différentielle  d'une  q^ai^tité  exponentielle  se  sim- 
plifie y  lorsqu'on  prend  pour  base  celle  des  logarithmes 
naturels  ,  que  l'on  représente  généralement  par  la 
lettre  e  \  car  alors  nt  =c  /e  =:  i  ^  ce  qui  réduit  Téqua- 
fioa  (7)  à  celle 

d.é'=é^dx (8). 

1 1 .  Prenant  pour^caractéristique  du  logarithme  d'une 
quantité  ^ans  un  système  logaridimique  qui  a  pour  base 


[*]  Taaraît  pu  dëdciire  ce  d^eloppement  de  la  formnle  (i) , 
comme  Ta  fait  Lagrange  dam  ton  ouTrage  tur  la  Hiéorië  de* 
Fonctions;  mais  j'ai  pensé  que  cette  recherche  sur  des  connais- 
sances d<fjh  acquises,  d'une  manière  pour  le  moins  aassi  simple,  en 
algèbrç,  m'aurait  entraide  dans  des  longueurs  inutiles ,  et  aurait 
exige  certaines  considérations  qui  ne  sont  pas  conformes  k  la  sim- 
plicité et  à  la  marche  rigoveuK  que  je  me  suis  proposé  de  suivre 
d^Uis  cet  outrage. 
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la  quantité  a  y  le  symbole  [[L^J^  et  toujours  ponr  ca- 
ractéristique du  logaritlime  naturel,  la  lettre  /:  de  plus  » 
faisant^rso*,  d'où  x=:[]L«]jf,m=/a,rf^t=d.a'» 
<£rc=</.[La]]^;  et  substituant  ces  valeurs  dam  l'équa- 
tion (7),  après  7  avoir  isolé  dx,  on  aura 

dlU-]y=^^ 0). 

Passant  des  logarithmes  du  système  qui  a  pour  basent 
aux  logarithmes  naturels ,  ce  qui  donne  Za=:/e  =  1  ^ 
il  Tient 

«i.(y=|^ Oo). 

Donc  la  différentielle  du  loganihme  naturel  d^une  quan^ 
tité  quelconque  ,  est  égale  à  la  différentielle  de  cette 
quantité  divisée  par  elle^^même. 

Lorsqu'on  cherche  la  diffirenthlle  d'un  hgdxithme 
dans  un  autre  sygtème  que  le  naturel ,  il  faut , 
ainsi  que  nous  l'apprend  l'équation  (gi) ,  diviser  la  diifé-^ 
rentielledu  logarithme  naturel^  par  le  logarithme  natu- 
rel de  la  base  de  ce  système. 

Mais  la  facilité  qu'on  a  de  passer  du  logarithme  natu* 
rel  d'une  quantité  y  au  logarithme  de  la  même  quantité 
dans  un  système  qui  a  une  base  quelconque ,  en  divià^nt 
le  logarithme  naturel  donné  par  celui  de  ht  base»  nous 
portera  à  ne  considérer  dans  cet  ouvrage  que  les  loga- 
rithmes naturels  ^  ce  qui  simpli&eta  fes  {onnules'ttt  le 
calcul.     . 

hes  diiFérentlations  des  quantités  logarit^iques  sont 
de  la  plus  grande  importance  dans  les  sciences  exactes. 

Exemple.  Différentier  lafortnule  logarithmique 


\ 
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Représentant  par  y  cette  formule,  on  a 

'dy:=^  (jc"— o)-M/(x^~i)+ J/(a:«-c)-HK(«'-A)  +  etc. 

Faisant  n:=zpz=:q'=:r =  i ,  et  supposant  qu*il  y  a 

on  nombre  m  de  facteurs  binômes  de  la  forme  j;— -a , 
X — ô  • . . . ,  on  aura  Téquation 

^  =  /[x»-^Aj?— *+  Bi;~-*. . .  .rpPxdbQ]. . .  .(c); 

dans  laquelle  ^  comme  l'enseigne  l'algèbre , 

'Asa+b+c+h,..^B=ab^{-^ic+ah...'+ic+bh..,+ch...^ 
enfin  Q^=:{Ach.  .^. 

DifFérentiant  cette  équation  (c),  on  a 
,     -  [ma;'*-'— (m— i)Ajc^+(m— a)Bx^^...HpP3<tg. 

Or  >  d'après  les  hypothèses  qui  ont  réduit  l'équation 
jf=  (a)  à  celle  (c),  l'équation  différentielle  (i) 
devient 

t(a: — 6)(a:— -OCx— A)...4"(^» — û)(^ — c)(jc— A)...! 
. .  ..+(x— €i)(a7— i)(a:— A).  •  ..+(x— a)(jî^i)[da: 
_    (x— c) +etc. J_ 

^  "■  a:»— Ax^-'+Bjc'"—  . . .  .zpPxdzQ  * 

et  égalant  ces  deux  râleurs  de  cly ,  on  a  l'équatioa 

nia:"-»— (m— i)Ax*-»+(m— a)Bx«»-'. . . 
=p?a=(a:— 6)(x— c)(a>— A)...+(JC— û)(^-  c)(a;— A)... 
+(x—a)(a>-i)(a;— *)...+(«— ci)(a:—i)(x-c)...(d), 

^oà  nous  conclurons  ce  théorème  d'une  utilité  remar- 
quable dans  la  théorie  des  équations  ,  savoir ,  que 
le  copient  de  la  dijférentielle  de  l'inconnue  x  dans 


Digitized  by  VjOOQiC 


ET  AUX  DIFFÉRENCE?.  a5 

h,  différentielle  ^une  équation  du  degré  m  ^est  égal  à 
la  somme  de  tous  les  produits  distincts  qu'on  peut  for- 
mer  en  multipliant  les  m  racines  binômes  cfe  m—  i 

àm  —  1. 

• 

Donc  ,  ù  dans  l'équation  proposée  il  7  a  n  racine» 
^ales  à  a  ^  p  racines  égales kb  ^q  racines  égales  à  c. .. «, 
ce  qui  la  rend  multiple  de  (x— a)"  (jp— i)^  (a>— c)^....  ; 
il  est  évident  que  chaque  terme  du  second  membre  de 
Téquation  (d)  sera  divisible  par  (x— c)*"'  (x— i)'^ 
(x—cy-'.... 

Donc ,  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  Féquo" 
tion  proposée  et  le  coefficient  de  dx  dans  sa  dijfférenp- 
tielle  »  9st  égal  au  produit  de  toutes  les  racines  binômes 
égales  y  re5pectiveme7tt  élevées  à  une  puissance  moindre 
aune  unité  que  le  nombre  de  fois  qu'elles  sontfactetirs 
dans  l'équation  proposée.  C'est  sur  ce  principe  que 
pose  la  règle  donnée  en  algèbre  pour  trourerïea  racines 
égales  des  équations,  et  qui  s'y  démontre  d  une  ma- 
nière pins  pénible  et  moins  générale  que  par  le  calcul 
différentiel  (  Alg.  de  Lacroix,  art.  âo4etsuiY.). 

lâ.  Pour  indiquer  les  logarithme»  successifs  d'une 
quantité ,  nous  mettrons  pour  exposant  à  la  lettre  ca- 
ractéristique /  des  logarithmes ,  le  nombre  de  fois  que 
Ton  prend  les  logarithmes  des  logarithmes  de  la  quan- 
tité. Ainsi  /•a:=log  du  log  de  x  ; /'x  =:  log  du.log 
du  log  de  x^et  ainsi  de  suite.  Dona 

,^    d.lx .,^.>a    ri>  fix d!x 

Ix         xZr'     *  /*x         x£r/*x* 

-  ,,         dPx  dx 


Px       xlxt^xPx* 
<k  généralement 
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i3.  Passons  enfin  à  k  différentiation  des  fonctions 
rectilignes  d*arcs  circulaires  variables. 

On  sait  que 


8inxt= 
et 


ay' — 1  ^  '^ 


CO,X^^-L-±l (i)i;*]; 

donc 

d.8ina;= -?- clrfart.  lO,  équat.  (8)3- 

Mais  le  coefficient  de  dx  est  égal  à  cos  x  \  donc 

d.  sin  Jî  =  cos xdr . . . .  (la)  j 
^ifférentiant  Téquation  (i)  ,  on  a 

a.cosx  =  ^  ■  ^  ^ dx  ^ 

et  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  )/•*  i  ^ 
il  vient 

tf.C08X=: 1 \dx\ 


(*}  J^anrait  pa  déduire  de  la  fonnule  (i)  [art.  3]»  les  valeurs  de 
tm  X  et  de  cot  x  en  fonctions  des  arcs  ,  par  des  séries  indcfinies  ,  et 
de  là  j^aurais  déduit  les  valeurs  de  ces  quantités  eo  fonctions  ex- 
ponentielles de  l'arc  x  et  de  ^ —  i.  Mais  par  les  mêmes  raisons  que 
celles  que  j'ai  exposées  an  renvoi  de  l'article  lo ,  j'ai  mieux  aimé  con- 
sidérer ces  connaissances  comme  acquises  précédemment,  ce  qui 
doit  être  lorsqu'on  apprend  le  calcul  ,dilférentiel.  D'ailleurs  les 
formules  {a)  et  {Jb)  sont  démontrées  de  b  manière  la  plus  simple  et 
la  plus  claire ,  par  le  moyen  des  premiers  principes  d'algèbre  et  de 
géométrie  ,  dans  l'excellent  ouvrage  de  M.  Legendret  2i  l'article' 33 
de  la  Trigonométrie  (quatrième  édition  des  Elémenf  de  Géo^ 
métrie). 
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or ,  la  quantité  entre  parenthèses  est  igale  an  sinus  de 
x;  donc 

€?.C08X=:— •sinorcZr (i3). 

i4.  On  a  séc  x^^ .  et  coséc  ap=-: :  donc 

^  cosx  sui  x^ 

'-    ,  — d.  cos  a:  .       ,  —  rf.sîn  a: 

d.sec  x=  7—  %  «t  dcosécxrr: r-; .  ' 

cos*x  8in*ar 

Substituant  dans  ces  équations  les  valeurs  de  d  .  cos  x 

[équat.  (i3)J  et  de  d.ûa  x  [équat.  (lâ)],  on  aura 

,      .  <Zr  sîn  a:       dr  tang  x        ^   ^ 

COS*X  C08X 

,        ,  dx  COS  X  dx  cot  X        ,  -^ 

d.cosec  a:  =  —  —  .  .- —  =—  — : . .  ..Qio). 

sin^x  sin  X 

1 5.  On  sait  que  tang*x=séc*j>-î,  et  cot*a:=coséc*a: 

—1.  Differentiantceséqnations,  il  vient  tango:  ^tangx  ' 

=aécx.d.8écx,  et  cot xd. cot  x=coséc.  x  d, coséc x, 

j'  \        .      ,^  d.sècx    ^j     ^       d.coséex 

d  ou  on  tire  a.tang  j;= — : ,  eta.cotj:^= .  . 

"  sin  X  '  cos  X 

Substituant  dans  ces  équations  les  valeurs  de  J.séo  X  et 

de  <2. coséc  x  [équat.  (i4)  et  (i5)] ,  il  vient 

d.cotx==-jj^ (17). 

On  trouvera  avec  la  plus  graAde  facilité  U^difiTérenitielIe^ 
de  sinus  verse  de  x  ,pui9qued.8in-verx=d(i— cosx) 
=  —  d ,  cos  X  ;  dpnc  substituant  à  la  place  de  d.cosx^ 
sa  valeur  féq.  Ci3)2 ,  il  vient 

i{.sin-verx  =  sinxdlr,  .•.(i8). 

Exemple  I•^  DifferentierUin  (a  +2")  jm  Cb+  z") 
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sin  (c-f-zP).  Cette  formule  pouvant   s*écrire  ainn 

qu'il  suit 

iêin  (a  +  «")  +  /iin  (b  +««)  +  /  sm  (c+z?») ....  (a)  ; 

on  n  aura  qu*à  âiIFérentîer  successivement  ces  troif 
termes  ;  ainsi ,  pour  le  premier ,  il  viendra 

d.lam{a  +  a*)  =    .    ^^   ,    ^/  [équat. (lo) J 
°^n(a+a"0       t:^'(^a)]=7iig^^cot(a+^")&, 

et  opérant  de  même  sur  les  deux  autres  termes  de  lâ 
formule  (a) ,  on  aura  pour  la  différentielle  demandée  » 
la  fornâule 

tm»*-«cot(a+*")+nft»-»cot(i+2i»)+P*'^'co*(^+^)3*^^ 

m ' 

II.  Différeniier  a^^' *^^"^*">- 

La  formule  7  (  art.  10  )  ,  donna 

4l.a  =a  Za  rt.  cos  V^Ci  4- «)"• 

Mais  ce  dernier  facteur  différentiel  est 

m  m 

=  — sîn  \/ib+zyd.  )/(^b+zy  [équat.  (i3)  ,  art.  i33 

_«     wt  ■ m 

c=  —  —  V/(6-H&)— "sin  v/Ci+a)"  d;6.  Donc  la  diffé* 
rentielle  demandée  est 
m 

~S"  |/(a  +  z)«-«8inl/(a-J-»«>/iwfe. 

III.  Différentier  tang  v/a»— bz"»y» 
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ET  iCX  DIFFÉRENCES.                         Vf 
#aiant x  =  (a*—  &&«)",  d'où 

ixz=z ^  j/(  0*  —  ia"*)  cfc ,   et  substitoant  cet 

n 

valeurs  dans  l'équation  (i6)  ^  il  yient 

lî.tang  t/(a*— 6fi"V= ^  *^  ^     , L= . 

16^  Faisons  successivement  jf^  =  sin  x  ;  j'  =  cos  j;  ; 
y  =  tang  x  ;  j^  =  cot  x  ^  j^  =  séc.  a:  ;  j^  =  coséc.  x 
etj^  =  8in-yerx^  ce  qui  donne  respectivement  à  cet 
différentes  valeurs  successives  de^,  les  égalités 
arc  Q8in=ry")=a:-,  arc  (cos==y)=:x,  arc  (tang  =^)=x; 
arc  (cot=:^)=x*,  arc (8éc=y^=x',  arc (coséc==y)=xj' 
et  arc  (  sin-vcr  =  J^  =x. 

Donc,  isolant  dx  dans  les  équations  (la),  (i3),  (iff), 
O7)f04)>  ('5;  et  (18),  substituant  et  faisant  Jes 
réductions  tngonQinétnqnes  néceasaireê,  on  a  respecti- 
Tement  à  chacune  des  équations  précédentes ,  celles 

rf-arc(sin  =^)  ===--p:L=  . .  -.(19)^ 

d.àrc  (cosasy )  =  —7—*^ (ao) , 

J.arc(tang=y)  =  Y^ (ai),^ 

a.arc  (cot  =j^)=^:^: (ta), 

d.arcCséc=3f)=       Z (a5), 

rf.  arc  (cosécrzrj')  ==  •-— z^ . . . .  (j4), 

^y 
rf.arc  (sîn-yer==y)  =    .^ t  ....  (q5). 
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L'équation  (19)  «'obtient  en  observant  qne..»..^ 
arc  (sin==y)  =x, donne ^^=sin x ,  d*où  coso: r=  \/i^^y* 
etiix:=zd.arc  (sin=j').  Mais  de  Téquation  (la)  ,  oa 

tire  dx-rz"-^ ;  donc ,  par  des  simples  substitutions , 

cosa:  '  ^^  ^ 

on  a  réquation  (19).  Un  calcul  semblable  fait  trouver 

les  équations  (to) (a5). 


CHAPITRE  III. 

De  la  différentiation  des  fonctions  algé^ 

briques  et  transcendantes  de  plusieurs 

variables  f  ainsi  que  de  celles  à  une  seule 

variable,  qui  se  différentient  comme  les 

fonctions  d^  plusieurs  variables. 

\*j,  i^oiT  u  une  variable  dont  les  valeurs  dépendent 
de  celles  qu'on  donne  à  deux  autres  variables  Y  et 
X ,  dont  Ir  première  u  n  est  fonction  que  par  voie 
d'addition  on  de  soustraction  (^)  ,  ce  qui  donne  Téqua^ 
tion 

u=:'AY  +  BX  +  C.....Ca), 

A  y  B ,  C  étant  dés  quantités  constantes. 


(♦)  n  ett  clair  qu'on  pourrait  avoir  M=F(X,Y),XeiY  étant 
def  Tariables  simplet  ou  respectivement  fonctions  de  x  et  de  ^,  et 
qne  cependant  u  fût  une  constante  ;  alors  re'qnation  précédente  peu- 
Tant  étr»  ramenée  &  fa  forme  Y  =  f X  ou  y  ^zfx ,  rentrerait  danc 
le  I  >  de  la  différentiation  des  fonctions  d^nne  seule  variable  ,  qne 
nous  avons  traitée  dans  le  chapitre  précédent.  Mais  dans  celui-ci,  nou» 
ronsidéreroDS  des  fonctions  de  variables  >  qui  varieront  elles HD^mes 

\ 


» 
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Faisant  varier  en  même  temps  les  variables  Y ,  Xdes 
quantités  respectives  aY,  AX  ,  et  représentant  ce  qat 
deWent  alors  u  par  u'  ^  on  a  l'équation 

u' =  AY  +  BX  +  C  +  AA Y  +  BAX , 
doù  retranchant  celle  (a) ,  il  vient  u'— m,  ou 

Au  =  AAY  +  BaX (b). 

Ainsi  »  afin  que  la  fonction  variable  u  paisse  être  con- 
sidérée dans  un  seul  état  de  grandepr^  il  faut  faire  en 
même  temps  Ay  =  o  et  AX=o. 
Divisaot  l'équation  (b)  pari  Ar,  on  a  celle 

^       Au        A  ^Y    ,  _         .  . 
^=A^+B...,Cc), 

qui ,  lorsque  les  variables  X  et  Y  sont  considérées 
simultanément  dans  un  seul  état  de  grandeur  ^  se 
réduit  â  ~r=:A|+B,  ou,  nous  servant  de  la 
même  notation  que  dans  les  chapitres  précédens  pour 
rappeler^  après  l'évanouissement. spontané  des  trois 
différences  ,  les  quantités  d'où  proviennent  les  zéros 
qui  les  ont  remplacées^  nous  aurons  Téquation  diffé<- 
rentielle  "^ 

Poar  trouver  la  nature  des  fractions  différentieBet 
dX  ^^dX^^^'^^'  mettons  d'abord  Téquation  (d) 
sous  la  forme 


lorsque -les  Yariablc«  qai  entrent'dans  ces  foncrions  yatieront.  Une 
fonction  y  d^uue  seule  Tan'ablc  x  eu  donner  en  géométrie  par 
la  considération  des  lignes  planes  j  an  lien  que  la  fonction  variable  u 
de  deux  variables  x  etjr  9$teD  ^zn^trio  la  reprétcntAtion  analj- 
ûque  des  surfaces.' 
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Or,  il  e«t  évident  V^^-Jx  ^^  P®^*  ^^*  =  ^*  puîsqut 
son  produit  par  Vautre  facteur  est  égal  à  la  quantité 
constante  et  significative  B  ^  de  même  ^^  ne  peut 

être  =  -  ;  car  cela  ne  pourrait  avoir  lieu  que  si  l'on 

avait  1  —  A  2"  =  o (/) ,  ce  qui  est  impossible 

lorsque  ,  suivant  rhjFpotlièse  actuelle,  la  variatiou  Au 
de  la  fonction  variable  u  s*opère  par  le  concours  des 
variations  simultanées  AY  et  AX  des  variables  Y  et  X  ; 
puisque  l'équation  (/*)  dérive  uniquement  de  T  équa- 
tion aux  différences  de  la  proposée  (a)  ^  si  Ton  y  con- 
sidérait X  comme  constante ,  ce  qui  donnerait  Au=:AaY^ 

AaY 
d'où  -T — —  1  =  o  ;  et  considérant  un  seul  état  de 
Au 

grandeur  de  Y ,  et  par  conséquent  de  u ,   on  aurait 

réquation  différentielle  (/^  ,  laquelle  étant  le  résultat 

d'une  hypothèse  contraire  à  celle  qui  nous  a  donné 

l'équation  (d)  et  sa  dérivée  (e)  ,  ne  peut  exister  dans 

le  cas  actuel  (^  ;  ainsi  --7=^  est  une  quantité  finie  ^  o. 
Actaellement ,  mettant  l'équation  (cQ  sous  la  forme 

§(S-A)  =  B te). 

dY 

on  voit  tout  de  suite  que  ^r?  ne  peut  être  nul^  puis- 
que cette  fraction  différentielle  est  facteur  dans  un 


(*)  L'^ation  (/)  «se  U  diflTtérentielIe  de  celle  de  la  trace  de 
!a  surface  exprimée  analjtiqnement  par  réqaaiion  (^  ) ,  snr  I« 
plan  det  uy,  et  par  consé^ent  n'appartient  qa'*à  une  Ùgne  plant. 
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«/Y 
produit  égal  à  la  constante  B.  De  même  ~i^  ne  peat 

être  =:-,  puisque,  comme  nous l'ayont  démontré  pré-* 

du 
cedemment ,  on  ne  peut  avoir  -j^  —>  A  :=:  o  dan»  l'iiy^ 

pothèse  actuelle. 
Il  suit  de  là  que  les  facteurs  différentiels  -^^  -« 

^tant  des  quantités  significatives ,  comme  Tétait  ^  dans 

l'équation  (4)  [art.  4],  l'égalité  (d)  est  de  même 
nature  que  celles  considérées  en  algèbre  5  mais  pour 
plus  de  facilité  dans  le  calcul ,  nous  la  mettrons  sous 
la  forme 

du=Acnr  +  BdX (h). 

Soit  actuellement  u=AY+BX+CZ+D. .  .(OV 
X^  Y  et  Z  étant  des  variables  simples ,  où  re^ecdve* 
ment  des  fonctions  de  x,yetz  :  supposons 

?  =  AY+BX,    d'où    tt=5  +  CZ  +  D, 

eit différentions  ces  deux  dernières  équations^  ce  qui 

nous  donnera 

d^^AdY  +BdX.     et     Ai 3=  d§  +  CdZ  [éq.  (A)], 

Donc ,  substituant  la  valeur  de  d^  donnée  par  la  pre- 
mière équation  différentielle  »  dans  la  seconde ,  on  aura 

du  =  AdY  +  BdX  +  CdZ, 

et  ainsi  de  suite,  on  trouvera  que  généralement,  la 
différentielle  de  la  somme  iun  nombre  quelconque 
de  fonctions  variables,  chacune  d'elles  ne  renfermant 
<iu'une  seule  variable  différente  des  autres ,  est  égale 
^  la  somme  des  dfférentielks  de  cet  fonctions  écrites 
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Sa  CALCULS  DIFFÉRENTIEL 

avec  les  signes  qui  leur  conviennent  après  les  dijféren^ 

tiations  particulières, 

b  - 

Exemple.  Différentier  ay"» j+  |/a*  —  z'. 

La  différentielle  de  oy"* ,  est  my^'^^dy ,  celle  de 

b      ^bndx       c        11    j    ./"ï 3     *    — 3z*& 

—  —  est  --;pp7  ;  enfin  celle  de  y  a*— a^  eit 


a;*        x*^*  *  aV/û*- 


-S' 


T 


bndx 
Donc  la  différentielle  demandée  est  maf^^dy  -f-     ,^^' 


18.  Soit  maintenant  un  produit  variable  (*)  d'un 
nombre  quelconque  de  variables  simples  X ,  Y ,  Z . . .  • 
ou  fonctions  respectives  des  variables  simples x  ^y  ,z».., 
ce  qui  nous  donnera,  en  représentant  par  u  ce  produit» 
l'équation 

«  =  AXYZ (a), 

d'où  lu  =  lA  +  lX.  +  t)[  +  lZ  +  etc.i 

et  différentiant  nous  aurons 

H./a=:flf./X  +  i./Y  +  rf./Z  +  etc.  (art.  17)^ 

du      dX    ,  dY   ,  dZ  , 


(♦)  n  est  nécessaire  ^ans  cette  occasion  d^ajoater  aa  mot  produit 
celai  va ria^/e ;  car ,  comme  on  le  sait,  an  produit  de  variables 
p^t  être  constant,  et  alors  si  ce  produit  ne  se  compose  qne  de  fac* 
tenn  fonctions  de  deux  rariables ,  il  en  resnite  en  gécimctrie  Pex- 
pression  analytique  de  la  loi  qoi  régît  les  coordonncea^  d^une  ligne 
plane  telle ,  par  exemple  ,  que  Thypcrbole  rapportée  k  ses  asymp^ 
tot<!S.Mais  si  ce  produit  estyariahie,  comme  nous  le  consîdërons  ici 
il  en  résulte  Texprcssion  analyti^e  de  la  loi  ^i  n%it  les  coordonnées 
d''une  surface. 

Faisant 
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)a'p]ace  de  u  $a  yaleurVloiV^éil  PA^  Jt'^£uation  (a) ,  on 

rr  AYZiX  +  AXzAjT  +  AXY<IZ+  etc. .  .(A). 
T.    ^-tr.T,..y^:-     Xi-  ^ 

Donc  y  2a  différerUUlUê^pwJkù^âsplu^q^ 
tst  égale  à  la  somme  dei  prpéUiits  de  chacune  des  vc^ 
fiables  par  le  produit  detiytdés'&s.  autres.  ' 

«lY  •=^f[yé^,  dlàz=^'^zdz,. .  .^  .  SubstitHant,  ce^yi^ 
leun  dans  réquation  (5),  "Vient  "    *  '    '**.  ! 

♦iy4y+A^»)i.v,^^(wfc^.etc (c). 

i'=iCX*Y'Z^ .'. ,  ef  ainsfde sVute;  X, X^X^ . \  étant 
desfeBctiaDS4gaelc«9gâwd((;r.;.y^  J^'i-Y^';  rderfonc- 
jtions  quekopquef  de  jj^Z^&V.'^^- vs  de^  fpn^bAf 
quelconques  de  z. .  •  ;  il  est  cXair  que  faisant 

U  sera  une  fonctibn'de  toutes^ lès  vârîAle/ar  jf , i.. .  r 
combinées  «entre  ellei  a  une  manière  quelconque,,  que 
iious  représenterons gép^rdeinent  par  P  (à:',  ^  ,i.'.  .)r 
Or,  ré^ûàtlon  (a)  étant  différentiee,  d'ornée  celle 

etjr.si}bsfituant^les*Talci)rà4c.4u,  <ft*',  4(i'„.[çq.  (<), 
jMTt.  18],  00  *iara;         :        . 


i  . 
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3t  CiLCVU  VIFftfUMTm 


MaUIe  côéitioî«nt  ae^  ^e^  ^e  Tonction'^eifconqiiè 
de<  Taridiles  s  ,  y  \z. . . .';  4°é  Je  représente-  par 
Fi  (X^^v  à:"--) jf^  mamtAib  même  Am  coâficUntds 
dy^dLi^^^.,  cpup  )e  taptéeafltcr.'T»qpectivemelit  par 
^»  (* r>f  «^  •  0  »  Fs  (x r/ ,  «•  •  •)••/««  qui  riMièM 
réquatîon  précédente  à  laionne  génSrde  et  plui  simple 

+Fâ  («,>,«. .  0  ^+F8(j^,jf,  «. .  .)dk+etc. .  .(a6)u 

Mais  si^  ,£•••,  an  Iieiid*6tre  des  variables^  étaient  dea 
constantdi ,  alors  ttms  les  Permet  affectés  des  facteurs 
différentiels^ ,  dz...^.^  s'év^oniraient,  puisque  loa 
quantités  constantes  n*éfant  pas  susceptibles  de  ievx 
ità^  de  grandeur  diSfërens,  n'ont  pas  de  différences  ^ 
fit  par  conséquent  dé  différentielle^.  Ainsi  Téquâtioa  (aS) 
se  réduirait  i  celle  '     '      ' 

dïV'zizd.F (x^y ,t: .  .^¥iix,y ,z. . .)  ix..  /.i^c^ 

Donc'le  pretmer  terÂe  de  la  différéhâèllé^' entière 
de  F  ix,y,  s. . .  )  [équat.  (a6)3  est4a  ffiff^Mtxëntt 
de  la  même  fonction ,  en  n'y  considérant  que  x  commo 
yariable.  De  même  ,  en  prenant  toutes  les  qoaatitâs 
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ap.y  i  «. .'. '.fctJnltaé ciMnfaiites ,' texcepté successivement 
Si »■  '.•,<>» *rà le «êdônaitoetthre  de  l'équàtîon (36I 
«oi,  rès^fecevanent  à.  'cè'à^ÉBKrentes  bypoth^e»  âé 
«diShi  itti-téèdbA .  trôaaWé.'. .  termesy d-où  jiqus 
^adùi^iièi»  fKrttotf  complète  dUefcnc- 
««  «^Ifc*âqîfe«  «J-wJta»^  dte-Wahlés  qu'on  VbtHfra 
«,  y,  z. ...  se  compose  de  toutes  les  différeûitîéïfés  dW 
jfc»etioa  proposée,  eç  ,n;f)con8aér«,fstf«!ps«te- 
ment  qu  une  vanaWe  comme  telle.  Ainsi  écrivant  en 

*»ctt«tfitu«  rf-  pént  %fflqà*  qu'on^  prend  4*  dif-' 
»eiiUdlei  »A  W«»  eftuHÉifàA  feomme  ^àrîâHe  que  x  " 
De  même :f}%tat  ^'éc»»!hèWënt^  avant  de  la  même 

les  diIFerentif^ç,  d,  ^  in»i^^;.«i  n'y  coniidfeaat 
»ucce«ivementquey,  a       comme  variables,  oa aura 

ifUi=tW^4.'i^if.a»C)'^-rtc..'..(;,^):-  ■-■ 

tés'qn«trt*s'>lSr,  <WJ-,  ^.;! .  }ami^t'Ù.  >f  ' 

30.  ReFé«ntantp^/«(^l<«<,y&ci„tp^ 
de^      lo«qu'on    u'a    différentié  la  fon«iof  p^o- 

'"=^/;•?>f^^^^,cï^>4t/•c^)^,+,•tc...(a8).. 

lesdi*lW>Btter,  de»  quantité  *U,<i>^U,<i»U       «ndn. 
iQDt  que  les  dijférèatiii/e^.partiflia.ïndùiuéet,  '■■ 
ai.  H  riSsuït'e  de  tout  ce  qiie «oui ayons ditprécé- 

5" 
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3$  «AIXOM  PII^^KM^^ 
demment,  que  pour  différeatiar  «ne  fawtkm  q««l- 
conquA  de  pliuienrs  Variablw.il  f«ut  différeati^  suc 
cessiyment  la  fonction  donnée  par  rapport  Acbftama 
des  variables ,  en  ne  considérant  que  celle-là  çomnm 
uUe ,  et  ensuite  écrire  avec  les  si^fifes.  qu'elHf  ont  qtris 
la  Sfférmtiation  t  toutes  les  dx^érentielles^pwnelles 
^éditées.  

sa.  Soit  U  «  5.  -  •  Cô),  f^¥  représentant  de^ 
fonctions  de  puissance*  po4tiTes  d'ua  nombre,  quel- 
conque àè  variables.,  qui  peuvent  être. lés  même*  ,  00 
différeptes  dans  l'une  et  l'autre  de  ce*  fonction»,  et 
propo;^n»rn,ouft;de  différent  cette  firactioa» 

Mettant  l'éqnation  («)  aoùsla  forme  U='(f  (♦0"'» 
on  aura»  d'après  la  rè^e  gâmètale  (art.  ai  ) , 

Mais  a.^')-  =—  («O^*^  tart- 8)  ;  doncisnbsti- 
tuant  cette  vjdwir  dans  l'^ation  (t) ,  et  passât  de* 
^^xposank  iti^àâfs  aux  ^oâtif»  «  on  aura 

p^fia ,  réduisant  aamêm«  déttOHÙnatenr;,  il  nendra 

Donc,  règle  générale ,  p6ur  différentier  une  fraction 
dont  les  deux  tenue*  sont  des  fonctions  quelconques  de 
«liables ,  il  faut  reirancAer  A*^  produit  du  déAomtna- 
teur  parla  différentUUe  du  numérateur  .ceUadunu^ 
mérauur  par  la  différentiéUe  du  dénominaUur  ,  et 
diviser  le  tout  par  le  quarré  du  dénominateur. 
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93.  RîmsQUE.  On  peot^  par  le  mojeii  de  cette  der- 
nière règle,  &tfe  dépendre  Wdiffib^ntîationtde  teagx 
et  de  eot  x  de  cettea  dn  nnni  et  cosinus  du  môme  «ro 

•  ^             «  on  X     co0jn{.sinj>— êinacJ.cotx 
xicud.tÊSigxssd. =r« 


COSX    ,  C08*X 

^       cot*x 


(«1  aa)  = ^^.  ^  —  C VOa)  et  (i3)] 


COflPjP 


^  comme  nom  Vaycms  trouyé  i  l'article  iS; 

T>      6^     ^      ^       jt  coi^     8inâK2co<a>-co8cc4mx> 

De  ménîe  a .  cotostf.  t — = --_——_- 

emx  sm^x 

ein*3P<ig  +  oos»accfag_>-<ig       .       ^i«,u^  ^^ 
^■^  .  ,    ,  même  renutat  qae 

cdm  â«  Varûcle  i5.  ' 

94*  Noua  allons  dans  cet  ecrticle  appliquer  les  règles 
précédentes  i  quelques  exemples. 

i*.  DiffirmUiçr  j/i  —ïj  |/y»— ax. 
Faisant  cette  formule  =  iT^.on  aura 


donc  «m  ou  .   ^ 

«••  Différ&uier  la  fraction  J^!^L±£>J  ^  -  ^^*.    . 
Faisantce^efpnpnle^aleàUyOaii        ^/ 
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a5.  Nous  n'avons'dîffércn^jTiTarticle^ioq^^    'des 

quantités  exponentielles  du  oremier  genre  et  du  pre- 

n&ier  ordre  ;  actuellement  il  nous  sera  aise  ne.  dme- 

rsntiefr  ier  quantités  exjKynentielW  des  deuj^  S^^^^  ^^; 

'        de  tous  les  ordres.  En  eRet^isoît,  i*>tj=xy,  d*où* 

/U  =3=  yZr  ;  differentiant  oetta  demîèré!  éôuation  .  il 

■    âtJ        yax       ,    k.'    - 
Vient  -rj-  ^s"* f-  «Jccfy;  donc  -         .        . 

a*».  Soit  •ncoreLlX9s)^^-£a)so^*\>t:tt9'^*«-*Gs)> 
d*où  U  =  07^  La  différentielle  de  cette  dernière  équa* 
tien  est  Véquation'  (po)',  etceUe  de  I  équation  (a)  se 
dédu^airt-nnm^tj^ment^^  1^  forn^i^j^)  c«t 

donC;stibi^faâBtd^>^yjqimfiflat  ^86)  W  faleuh  de  jf 
et  de  ^^J3q.^Ç^)/et  (i)]>ïrTiènini 

J^  f$\spÂ\  .dans  cet|éJ  detniàit^  équ^bnt-  ^  aâl  ^ , 

'  alors  lé  constante  a  i%' ayant  pas  de  dilTérentielIeyle 

terme  affecti'  de  At}  dh^  l^çqi^^çn  0^f),  âûf^ai^K, 

et  on  a        \      .        ,\f 
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a  imt  mrémictt;  s^ 

ettiiiii  de  aoite  ;  il  Mt  m»é  d%  riàr  qa'opénst  Mqbiin 
de  même,  on  poura^  par  le  moyen àeêàMmAMm 
déjà  obt«nas ,  troofer  socoeMit^ot  celkit  iki.qiuBH> 
titéso^nentiellet  de  tçus  les  ordret. 


zâifa 


€HAMTRE  IV.    ;    c 

P^érentiaùion  àe$  éfuations  entre  uri  npmr 
bre  quelconque  de  variables  méléct. 

a6.  U  NE  Ccmclioa  de  U  sevle  TeriaUe  «  t^  ^e 
Fx,étexxt égalée àlalettre^  »  donneTéqnation^rsFx, 
dans  laqneDe  les  dene  Tanablee^  et  x  K^at  séparéts^ 
et  dont,  conségnemment^  la  diffëreiftiatîM'  d4pencl 
dlsolonient  de  ceAe  des  fànùtitmà  d'àne'iiènle  ?»* 
riable.  Maie  let  deoz  TarSibleft  y  éC  ùs  étuit  mêlées 
d'une  mamire  ^elbàiujae  dane  tm  pefyadme  égalé  A 
sëro,  û  en  résake  ttie  éqnatkHi  ni^i^    ;*''^*  ^  ' 

/(x;j^)=3o;....(a)^'    ;, 

dont  U  etf  éeident  que  la  diSiafBOiJsei^niiPe;  car  Fé* 
fiotion  (a)  e^pnbsaant  la  relation  qni  eidste:  entre  Im 
denx  yaiiables  V  et  x ,  aura  encore  lien  lecsqne  x  ya- 
rîant  de  sa  différence  Ax,  yykrîersk  i%^  'diRSisence' 
oDcrespondante  Ay  ^  ollaIlraaone/Ca^4*A<>'»y4'Ay)^M»# 
et  de  cette  d^r^re  éqnalîan letranchant  ce)le  (a),  il 
Tiendra  •--;..  •  ,  *  . . 

/(x+ùx,y+Ay)^f(x,y)  on  ^/(*>j')=o..v(é). 

d/.  Cette  dernière  éqàatkm  étant  déraloppée^  Hest 
dair^n'ilne  restera  que  des  termea  alFectés  des  diffé- 
rences ily  et  Ax,  puisguédetant  ayoir  li|eo  indtpèhdiuii-  ' 
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V^U'Am^àj^.v^^A^  dçHffleiAy:;;?  9  \  onr-murr  donc  alové- 
m^.:j6q«^fii<JODtiie(4}^«;trAa:>ii.d't>à  tirant  la  yaleai^.de 

-^ ,  il  viendra  une*  équation  dé  la  forme  52.  c=  f  C^',jy) 

«f-  un#  fonction  de  Ax  r-^ùi^y^y-  %t~x  qvki-^létûDiaixi^ 
lorsqu'on  fera  Ar  =  o ,  d'où  àyzzzo.  Donc ,  en  indi- 
quant par  la  tubkstitudô]i«de»%'à^y  cette  circons- 
tance j»articul^ère  du  calcul  où  lesydifférences  des  yanao 
Bîes  s'évanouissent  siiiiuîtanémènf*,  il  ne  restera^  que 

Téquation  -^  =  ç  (x ,  jr  )   qui  est  la  vraie  équation 

4i{(f  r^ç^tielV»  d<  la.  proç^Oeé^  tf.l^tbiim  «  conséquemment». 
ne  faisant. quf.^  pré^f^er <^()VP . jUne  forme. diJEérente^ 
de  ce^^^qujslU^fêfait  si  réqQ#itioa:'{>roposée  avait  été, 
«ép^Sf^  ^f^  ^  différi^tiatioa,  c'^-à-dire ,  ayait  éti 
réspln^  par^^-appoirt  à^^,l^^  4^  dpux  variati^es^eiit, 
t0uio\^rsf  90]  raineiier  à  qqtte  darmère  fprpie  en  substi-, 
^ant  4aA?Ml!$  .seoftpa  membre  de  la  diflÈérentielle  de, 
l'équatioa  mêléa ,  la  Vf|}e^r  4e,  Ti^pe  des  deux  varial^let 
en  fonction  de  l'autre ,  et  déduite  pa^  la  résolution  al- 
gébrique de  la  i^fèopasiè:  '  ^  '-''  * '-  '       '  • 
•  ^arcKçm{Je;  Bok^jiqtLtiiiùn^'^^**aaxy'4*'ix^sszodbnt 
ltLiîSéaaaatiàÛ9jeBtydj^^àxdy'''-^a^^  ,. 

d*ou  5-  =àÊy^ — .  • .  .(a).'  Si  ayant  de  différcntîer 

riqu^liôttfpropôséer/'MilUvait  eéparée  etila  résolvant 
pac  rapport  à  l'une  deâ  ^devut^variables^  par  exemple  »* 
par  rapport  à^,  ce  qui  donne yszaxdix  y  c^^-^h ^ 
on  imi»it;^  ^^^.  ^  !diiF|^o^^tion>  l'équation.. ... 

Hr  t=t2  a  di'4^>a^  "*^>  <|èiieetîiQtotM[ue  aveocdlè  (a)  ; 

car  si  d^ns  cette; ^qûatipn  (à),  on  substitue  la i^âléur 
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Se 


ET  Ane  DiFFÉfUSNCES.                         ^S 
dc^y[=x(azfc  V^a»  —  é  )]  ,  on  aura • 

e^±ia\/{^ — b — b        ,.  .        ,     , 
— L  — p-    et  divisant  les  deux  termet 

da  la  fraction  par  le  dénominateur ,  il  rient 

^.?='a  i:  !^/a*— ft,  même  valeur  que  celle  trouvée 

précédei)im'ent  ^  et  qni"tK>u8  apprend  que  dans  cet 
exemple'  le  rapport  desdiJOTérentielIes  des  deux  variables 
tstooiistanti..  ;..,  ..,     . 

â8.   Il  est  i  propos  d'observer  que  la  fraction 

•X^,  après  la  différeatiation  d*une  équation  d'un  d^é 

quelconque  entre  deux  varUdÀes ,  est  iûsceptible  d'au- 
tant;de  valeurs  successives  en  -f oMt^Q^s^de  Vi4iie  des 
deux  variables  ,  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  plu^*^liaut  ex- 
posant de  l'autre  rariabfe  dans  la  proposée ,  puisque* 
cette  demière  éqimtion  étant  résolne  par  rapport  â  la. 
vari^lp.  que  l'on  veut  éliminer  dans  Téquation  diffé^ 
rentiellel'a  un  nombre  de  racines  déterminé  par  celui 
des  unités  de  son  plus  bàut  e^tposant ,  et  chaque  facteur 
{témantaire  étant  différontié  »  donne  une  valeur  de 

^  qui  est  différente  de  toutes  les  autres. 

.^Soitj  par  exemple»  l'équation  y*— oo;^  -f-  i=o 
do;ttt  la  difFérenti^Ue  est  ayéy  —  oaa^dx  =  o ,  d'où. 

^^ir-'— r..  Or  ,  il  est  clfidr  que  l'on  doit  avoir  deux 

valeurs  sucéessivis  et  différentes  de  -f-  en  fonctions 

de  ce  y  et  trois  v^epfs -successives  de  la  même  firac- 
^n  différentielle  en  fonctions  .de  ^1  car  la  proposée 
étant  résolue  paifrappertà^,  donne  j^  =  ±  ^ax^-^b  j 


Digitized  by  VjOOQiC 


4l  CALCUU  DirFâftEKtlBL 

•t  différentiant  »  il  vient  ^  =  ±  —       i^  i    Malt 

Téquation  proposée  étant  résolne  par  rapport  à  «^ 

donne  les  trois  éqnatioQS  éléoientairet  sçssz  1/^  -ÏIju. 

et  «=  ^i^JÎ=l  j/5ïH,l«qaene.  étant 

difTérentiées ,  produisent  respectivement  les  trois  éqot** 
tionf  dilféraûtîeUes 

An  rester,  on  aurait  tronvi  lesdenx  v^enn  snecee» 

sives  de  hk  eî?L  ^Çf^cl^oa  de^x  senjie,;  el;  les  trois  valeurs 

successives  de  la  même  foiietion  cBffétltotiette  en^fdiuw 
tions  de  jr  seule ,  si  Ton  avait  dan*  le  premier  cas  sobe--* 

titué  «u^c^jrpmfi^  dims  V^atipn  ^=?-^-"*  Wi 
deux  valeurs  de  jr*  en  x ,  et  dPoiÈ^  avait  dans  le  second 
cas  substitué  euççes9ivemçnt  à  la  place  de  x,  8e$  trcSm 
valeurs  successives'en  fonctions  de  jr. 

39.  On  peut  toujours ,  après  avoir  dilFérantié  mm 
équatioii  entré  deux  variables^  iienàré  Texpresdcn,  d^* 

^  indépendante  d*une  constailtè  fpi  idKscte  l'un  dn 

tfrmes  varia)>Ies>  gjiisqnepar  le^fiçj^  di^  Véquation 
proposée  et  dé  sa  différentielle ,  on  peut  éliminer  la 
constante  en  question.  Il  est  vrai  que  par  eetteopé^ 
ration  on  reproduit  la  quantité  ooitttttte  iiolée  tpté  la- 
différentiation  avait  fait  diipafaitre.  Mats,  outre ^pie- 
la  proposée  peut  avoir  tous  ses  termes  variables  ,  ce 
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44ii  pir  TopératioD  indiqnée  précédemment,  ne  fait 
^'dter  une  constante  sans  en  reproduire  de  nouvelles; 
cW  qu'encore  il  peut  être  quelquefoit  avantageux 

d'avoir  dans Pexpresaton.dè  ^ ,  laconstante  isolée  de 

la  proposée  «  plut^  qne  ceUys  qui  est  £i|cteur  d^ms  I'uji  . 
des  termes  variidiles. 

Cep^dant  on  doit  bien  faire  attention  qu*il  ne  faut 
p»tegurderréq«ationifésultante  par  cette  élin^nation, 
comme  Féquation  dVérentielle  de  la  proposée  5  car  en 
frisant  «Kiparait^e  les  dénomnnateiMrs  ,  les  éiSFérens 
bennes  de  ^équation  résakante  de  Immination ,  s'af-* 
fiictent  de  nouvelles  fondions  variables ,  et  par  consé* 
^pMnt\a8omaa4^ten&esaff6ctéedei^,  «estplusla 
^FérentieHe  partielle  de  Vé<|uattoii  proposée ,  en  ne 
conèidéiiant  d'dxird  que  y  comme  variable.  De  loême , 
JftaommedertmvMoaffl^tée  de  d^  n'est  plus  Jadifl^ 
rvntfeltvpartielle  de  là,  proposée,  en  jm  considérant  qne 
iTGOSBôie  variable* 

Par  exemple ,  soit  Téonation  yx^'^aocy^ —  6  ==  6 
dont  la  <ïiiFérentîel!e  és^(^ks>''^)yâx+(tt-''-Z€^)xdy 

==0  ,  d*où  ^  =3  ySL^^^JL^  Maif  de  Téquation  pro- 
posée 0»  tire  gp^y.. -^j  ;  et  s^ibstitonfit  c^^e  valeur  de 

<^4^ceUede^,H  Vient^==^£^.cequï 

Tk%  donne  plus  la  dîfféreatieUe  de  la  proposée,  m^i^ 
«n  rapport  «k>  iy^  à  do;  indépendant  de  k  constante  a.* 

Au  reste,  on  pourrait  obtenir  le  rapportdes  deuxdif- 
KrentieHes  des  -variables  indépendant  d'une  constante  ; 
cpû  serait  fiu:téMr  dHié  tame  variaMe,  en  prenant  dané 
Véquatio^i  pr<q[)Osée  la  valeur  da  cette  constante ,  et 
differentiant  l'^nation  sous  cettef  forme.  Ainsi,  dans 
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Texemple  précédent ,  prenant  la  valeur  de  a,  ce  qui 

X         b 
donne  a  =  -^  -^  — j  ,  et  différentiant  ^  on  aura. . . 

toutes  réductions  faîtes,  l'équation  j^=  ■  ^J^Al 

comme  précédemment. 

3o.  Dans  les  équations  à  trois  on  un  plus  grand 
nombre  de  variables»  il  est  clair  que  la  séparation  n# 
peut  se  &ire  entièrement ,  et  tout  ce  qu'on  peut  obtenir 
par  la  résdutiûAes  équations  Uttéralee,  c'est  d'isolef 
l'une  des  variables  dans  le  premier  membre  ;  cependant», 
pour  abréger  ,  nous  appellerons  équation  séparée  » 
celle  y =^  (x,  «. . .)  pour  U  distinguer  de  la  mêlée> 
^  i^>^f  «•  .^)=o.  Or ,  il  est  évident  qpe  si  Ton  dif- 
férentie  Téquation  mêlée ,  et  qu'on  y  substitue  la  valeur 
de  y  déduite,  de  la  proposée ,  on  aura  I^  même  équ4i-> 
tion  différentielle  que  si  Ton  avait  différentié  l'équation 
séparée. 

On  pourrait  encore  élimiAr»  comme  dans  I^  diffé-, 
rentiation  des  équations  à  deuicvariables ,  une  constante 
qui  serait  facteur  dans  un  terme  variable ,  et  on  aurait 
une  équation  différentielle  qui  s'obtiendrait  également 
en  prenant  dans  la  proposée  lavaleur  de  la  constante -«a 
question,  et  différentiant  l'équation  sous  cette  forme 

3i.  On  simplifie  très-souvent  les  différentielles  des 
équations  mêlées,  en  les  traduisant  en  logarithmiques» 
et  les  différentiant  dans  cet  état ,  ce  qui  fait  disparaîtra 
les  radicaux,  lorsque  la  proposée  se  compose  de  deux 
polynôme»  affectés  deradicauxdifféreaa;  et  enfin  toutes 
les  fois  que  la  proposée  se  présenjtera  sous  la  forma 


VlK?I7r«7rT)=  /f' (a: ,j^, «,..). 
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£a  effets  passwt  êta  logarithme»  »  on  a 

•t  différentiaiit ,  il  ^ent  Téquatîon  diJRïreiitiella 

qui  n'a  point  <^;  rad^AnZf  .     .    ' 

^  E  X E  M  Pf  ç.    lOjffémiùer  Réquation.^  ^/x  — by* 

s  j/ax^  _  y. 

Traduisant  Véquation  proposée  en  logaritbmiqae^  il 
fient  \  l  C x—  iy»)  =4 i C^^-^j)  »  «^ *ÉE6rcntiant; 

oàa  ■    \  V ,-  :•  -      .  . 

e&atfsant  les  déodminatenrs  et  rédumntj  il  yîent 

Si  l'on  avait  difïiéfi<entié  dfrectèment  Téqaation  proposée» 
çn  aurait  eu, ceDe      ^  ,1    -'•^ —  =    ,^  ^ .        —«^-«qui 

est  encore  embarrassée  de  radicaux  >  mais  que  cepen* 
p#Udànt  on  a>lirait '^u  laire  disparfaîtrci  en  divisant  cette 
dernière  équatioti  poinr  la  proposée  ^oe  qui  aurait  donn# 
réc{uation  (a).  Ei^'effét  ;  cette:  doubtè^ opération  n'est 
étidemment  ^ntiè  èiffirentiation  logaôthinique.         f 

,  ^.  REMi^RQq^,^KiC<  différenXi4tioi23  par  les  loga- 
rithmes seraient  insufSsantes  pour  la  disparition  des 
quantités  radica1e3  dans  l'équation  différentielle  1  si  » 
outre  les  deurpolynotanes  v^4bles  affectés  chacun  d'un 


Digitized  by  VjOOQiC 


415  CktGttM^  DIFFÉMNTItl. 

radical  qutlctmqve^  il  y  avait  dtiiitiiBa  tannes  tariaUef 
rationnels^  ou  irrationnels  et  mêmeconstans;  car  alors 
on  ne  pooiraft  pTus  transfoiinet  Fnn  des  dieux  liiembres 
•n  loganthme  d*ime  quantité  rationne!!^. 

3  5  _^ 

Soit  pat  exemple  j  Féijuatibn  yyaf-tst  yxjc^  -f'p 

qui ,  en  passant  aux  Ic^andimes  donna 

ainsi  la  ditféi'enti^e. dit  second  membre  serait  affectée 
de  radicaux. 

;  Ce  serait  raisonner  faux  que  de  dire  dans  cette  târ- 
constance  çie  p  étant  une  constante  ^  là  diffé^entieUft 

de  la  proposée  est  l|i  même  que  celle  jJe  K]yx»=  y^% 
et  que  ^oal^qqeiàoaënt  on  peut  difféirentier  cette  for- 
mule par  les  logatkhôôés  suivant  lés  méthodes  de  l'ar- 
ticle précéd^at  ^  car  la  dîfférf^otiellek^arithnjiquadik 

s  ^.^  5 

Yk  proposée   W^Y\^±::f':T'^y   ,^h^<^ 

la  différentidie  Jogarithmique  d^  l'équation  sans  sa 
constante ,  a.le  dénominateur  dû  siëcbnd  ^càubre  ti'op' 
^etitâeTâcàiisttntep.  ' 

^  53»  OjQ  peat^i^r  le  moyen <^sdifféreiitiaUesIi$g|b!>. 
xithmiqttes»  dév.eloppar  dunej^^ière  très-camn^iod^ 
mHf  puissance  qiielconque  d'u|i,pQlyx)ome  donné*  £ii{ 
effet,  soit  pfo^fosé . de  développes;  û.pwsance  n\d^ 

polynôme  a+  6  +  c-f- d^ji^e  +  f. ,  les  lettres 

à,  b,c représentant des"^ quantités  qÂeléônquBS 

constantes  ou  vatriables.       '  "  '*^ 

"Multiplions  les  termes  a  ^b ,  c,  dj  e,f. . .  .du  po-" 
Ijruome  proposé  par  les  termes  respectuEi  de  la  suite' 


Digitized  by  VjOOQiC 


1»  AtfX  iAnÉÊXnCU:  4y 

^, 0^1  rc% s?,  ^, afi,. ..,-ce  qoi  donnera  à  dérelop^ 
^kibrarale   '    '       . 

(û  +  bx  +cx^+dx?+  «x*  +/c*. . .  .)••  •     (û), 
dokie  détriôt>pêiii6iit  sttm  e^itiidii  j^jrnôinir  ^ropoié 

.  Sgfelirtkft)Mil#'^>tteiié(hei^^ 
44SaH-T:É»^MÉ«<î. ,  àÉàê  kqaeUi  Al,  B ,  t*4  ;  ;  lèht'deè 
èè^ffideiii  itodétinniii^  ;  ^  l^tfmlÉht  leë  âiffi&reàti^Uel 
lOgttilliikihTiKi  Ai  OTù!ntféiiuMr<M',  ofib  'H  "     '  * 

__B  +  aCx  -f  SDjc^  +  5Ei?3  +  SFx^ ^ etc. 

FaiMmt  ^pcrÉhiv  W  éfetidmiktéld^^ét 'ég^dbat  let 
cmffidens  det  mtee9  psÛMançv^ejpi^'.pabqMe, -cette 
dernière  équation  doit  avoir  lien  indéjpendamment  det 
Tàlénr»  '^è  x,  dïf  pbi^rri  *i&tèttxnàér  ïé$  yaleûri  de 
B,  C,  D. . . .  en  fonetiojM  de  A,  a,  ù,  cV.  ^.' Quant 
i  la  valeur  de  A ,  on  trouvara  alarment  ^'aUe  ett  o"  ; 
Mr  r^^patkm  (à+-te^:.5ht£r  A^7Br;,vr  d^^ 
avoir  lien  ponr  toutes  let  valeurs  de  x ,  elle  aura  encore 
Ëen  loreçie  x  sso  ^^a  gai  r^dak  ïmpmûàn  précédente 
iAsa*.      ^  ..    ;:-  '  .  .   l-     . 

C'est  ainn  qn*ayant  les  valeurs  des  coelSiûàBs  M , 
By  C. . . .  en  fonctipn^  de  ççnx^u  poj^nome  proposé» 
on  obÂendra  té  dèvelogîp^meîrt  àiiÉLaddé ,  en.  faisant 
danslerèsultilt^^:'!.   •*  v     .,.        * 

J*ài  dlémonWétiaFaes^^édàspuled^ 
cette tiiéfhodf  ^i^z\fétknges mathématiques  (*) ^ 

'"''"', --l: , : , 

«MvcM  tecs  Coûts  M  Xjroée  bnfétità,  m  Cr^uVe  cèes  moi^.rvm 
Stiot-Jacqncf  ^  n^  lat ,  et  cbez  CovigiSr  ,  imprqssnf^ilnin  pour 
Its  Macbimsû^OM  ^  qosi  dit  Aogiisliiis  1  a*  57. 
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afin  qu\)n  pût  renteigaer  aux  côïttiiiençanf ,  et  j'ai 

même  déterminé  la  loi  qui  règne  entre  les  co^cifo» 

94-  :  Oft  I^.^*^^^  »ême  troiiy^r  par  le  moyei|.d^»4ifr! 
JEérentiations ,  partie  logaridimique»^ipartie  patipîellen» 
le  logariAme  tfnji  pcdyaornerj^odconque.  £Q;,e£fet» 
^t  a +T+c-;hdj.^^^;  le  polynôme  proposé^ 
a  i  ,c. .  ; .  étant >:Comme4an8Varticle  {Mrécédentj  dat 
quantité*quelcq9<iue8  çon^a^t^  QV  viaïaWieB.  Çcf^^pn^ 
ce  polynôme  coHune  il  pûit  a  -f  6a?+ cx'+ic'+ etc. , 
en  ncms  réterTantdefairea?=i  daz|8  le  résultat»  et 
Jfaisons  ' 

N      .    J(a+6x  +  ca;»  +  ^  +  «f.4-etcu) 

A   B  ,  C .  :  1  étant  dés  coefficiiné  indétenmnés.  ^ 

Différentiant  les  deux  mcnibres  deTéquation  précé-^ 
dente  ,  il  vient  .  .  ,  .   .  ,        . 

■     '  ■       ./'*"'  »  ".       \  ,    . 

.      •      '."♦'     .•*.''*  '  *  *      '  '    ' 

Chassant  le  dénoipinatêor/ et, passant  tous  les  termei 
dans  le  second  membre  en  ordonnant  par  rapport  à 
fc,  il  vient  '    >  ^    •  •      '  . 

Ba  +  aCa  la:  +  SDavX»  +  ^Eaxi^  4.  etc. 
_J— flc    \    —Ml      —4^1     — atc. 

oea     ,     ri-BM     -HaC6>    .-^^^r     +*^^' 

+  Pc-)  ,,,4t3CcV      -f  etc.     ^ 

+  ]W  /  -f  «^•„.. 
Ce^  équation  devant  avoir  lieu  indépendamment  d^s 
valeurs  de  a? .  Û  feut  ^  égaler  tous  les  coefficiens  i  xéra , 

ce 
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ce  qnidonse  les  équations 

__*      _      aac—b*      _      5a*d—5abc  +  b>  , 

^^4S_^j2 ^ etc. 

Quant  à  layalenr  de  A  ^  on  Tanra  aisément  en  faisant 
X =0  dan«  la  fonnule  (a) ,  ce  qui  donne  A=ia }  donc 

i(a+i+c+J+etc.)  =  &i+-+-^^^,+ g^é    ^' 

La  loi  qui  règne  entre  tous  les  termes  de  cette  suite 
e'apperçoit  mieux  lorsque  Von  conserve  les  lettres  B , 
C ,D...  ce  qni  donne  le  système  d'équations 


a 


D=: 


flc  — jB3 

ua 
3d— aCi— Bc 


3a  ;Ç34). 

-_       4e— 3Di— aCc  — Bd 

^  = 4^ 

p  _  5f  —  4Ei— 5Dc  —  aCfi  —  Be^ 

5S 

etc. 

qu*il  est  aisé  de  pousser  aussi  loin  qu'on  le  désirera/ 

Faisant  a  =  b  =  c=  d =  1 ,  la  fonnule  (33) 

donne  le  logarithme  népérien  d*un  nombre  quelconque. 
On  trouvera^  par  exemple^  que  le  logarithme  naturel 

4 
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de3  est  i  +  i  —  î  +  i  +  i  +  T+«tc.=  1,09;  mai» 
cette  méthode  n  est  pas  très-utile ,  car  elle  emploie 
une  suite  trop  peu  convergente. 


CHAPITRE  V. 

Des  différentiations  successives;  du  théorème 
de  Taylor  et  de  quelques-unes  de  ses  appli" 
cations  atêot  dé\^lqppemens  des  séries ,  et 
aux  tran^ormations. 

35.  JN  ous  avons  vu  à  ^article  3  que  y  étant  égal 
àfr,  et  y  ce  que  devient  y  ou  fx  lorsqu'on  met 
dans  cette  dernière  fonction  x+àxèi  la  place  de  x, 
en  avait  l'équatioii  par  série 

■f  A»yj  /*    C  ^<i»«t-  (03 , 

dans  laquelle  chaque  fonction  de  x  dérive  de  celle 
qui  la  précède  immédiatement ,  de  la  même  manière 
que /"a;  dérite  de  la  fonction  primitive  de  x  représentée 

par/x.  OrJ'x  =^  =  ^1:  éq- (4)>  art.  43  ,donc 

d  f^x  dx  .   j. 

aussi  fx  =  -4 —  —  '  djc'*  «^ï*^"^  ^*  indique 

le  rapport  de  la  différentielle  de   la  fonction  fx. 
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tt]ftémtée  P^r^j  a  la  dilTérentielIè  c£r  de  la  variable. 

Mais  pour  exprimer  que  la  différentielle  de^doit  être 

prise  suivant  des  variations  uniformes  de  x  et  variables 

de  jf ,  on  écrit  d .  ^  sous  la  forme  -^  ou  -^  (*)  p 

comme  si  dy  représentait  une  variable  et  dx  une 
constante.  Cette  notation  est  extrêmement  commode  , 
et  rappelle  d'une  manière  bien  simple  quelles  sont  les 
variables  gui  varient  uniformément ,  et  celles  dont  la 
variation  n'est  pas  uniforme  (i^oye^lanote  III).  Si  Ton 
avait  x= f 2  ety =fr ,  alors  z  variant  uniformément, 
X  et  à  plus  Sorte  raison  y  ^  ne  varieraient  pas  unifor- 
mément, et  on  indiquerait  cette. circonstance  dans  la 

forme  ded,-^ ,  en  différentiant  -f--  comme  si  le  nu- 
or  dx 

mérateur  et  le  dénoœioatenr  étaient  deux  variables 

(  art.  sa  )  ,  ce  qui  donnerait  d.^rzz T^^^i 

Nous  examinerons  avec  plus  de  détails  ces  cas-là  à 
l'article  ^2, 

Revenons  pour  le  moment  à  l'hypothèse  que  x  varie 
uniformément  ^  ce  qui  nous  donne ^  comme  nous  Tavona 

vu  cî-dessus  ,f"x  =:  t^  ,  et  puisque  fx  se  déduit  de 

fjc  ,  comme  cette  dernière  fonction  se  déduisait  de 

celle  fx,  on  amra  fx  =  ■     ■  «  =  ^;  de  même 


^*)  Noos,  nom  serfitons  ,  par  rapport  aajr  dijQTémtîcJiei,  de  la 
même  notation  que  pour  Jes  différôicet  (art.  i  «t  à),  enmetUQt. 
U  lettre  <<  à  la  place  de  celle  A. 

4- 
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y "x=-T^ ,  /^jf  =  ^4  ;  et  enfin  généralement 

Les  notations  dy^  àây  ^  (Py, . .  .dy  qui  indiquent 
qu'on  diiférentie  successivement  une  fois,  deux  fois^ 
trois  fois....»  fois  la  fraction  variable  représentée 
par  y ,  s'appellent  respectivement  les  difFérentielles 
première  ^  seconde ,  troisième. . .  .n*'^  de  cette  fonction 
variable. 

36.  Lorsque  la  fonction  d'une  variable  qu'on  dif- 
férentie  ne  se  compose  que  de  puissances  entières  et 
positivés  de  cette  variable  ,  il  est  clair  que  la  différen- 
tielle xle  l'ordre  marquée  par  le  plus  haut  exposant  de 
la  variable  dans  la  fraction  donnée ,  sera  constante  , 
puisqu'à  chaque  dilFérentiation ,  cet  exposant  diminue 
d'une  unité  ,  et  que  conséquemment  il  devient  zéro 
lorsqu'on  a  différentié  la  formule  autant  de  fois  qu'il 
y  a  d'unités  dans  le  degré  de  la  fonctioa  variable  :  ainsi 
généralement ,  si  l'on  a  « 

jf = Ajc»  +  Bx«-*  +  C««- . .  •  +  Px + Q . . . .  (a) , 

^aura 

•Jj^  =  constante ,  et  par  conséquent  d .  ^2  =  o. 

n  est  aisé  de  voir  que  la  constante  ,  valeur  de 

^^  est  Am  (m  —  i)  (m  —  a) a.i,  et  que 

J«  ( Ax»+  Ba:"-». .  .+Px  +  Q  )  =  d».  Ax^  ,  puis- 
que  dans   les  m  différentiations    successives  ,  les  m 

coefficiens  <^,  P C^  B  disparaissent  successif 

yement. 
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37.  Haif  si  la  fonction  d'une  variable  qu'on  Teut 
differentier  successivement,  a  quelqu'un  de  set  tennet 
affecté  de  la  variable  élevée  â  une  puissance  négative , 
OD  fractionnaire ,  ou  imaginaire,  il  est  clair  qu'on  ne 
pourra  jamais  parvenir  à  un  ordre  de  différentielle  qui 
soit  constante ,  puisque  retranchant  successivement  de  . 
l'exposant  de  la  variable  élevée  i  une  puissance  né- 
gative ,  ou  .fractionnaire,  les  nombres  1 ,  d,  3. . . , 
ainsi  que  l'exige  la  différentiatiou  successive,  on  np 
pourra  jamais  parvenir  i  un  exposant  nul. 

Quant  aux  fonctions  transcendantes  d'une  variable , 
il  est  clair  qu'on  ne  pourra  jamais ,  quel  que  soit  le 
nombre  de  différentiations  tucoessivea  qu'on  opérera , 
parvenir  à  uue  différentielle  constante  ,  puisque  chaque 
différentiation  reprodmt  une  quantité  transcendante , 
lorsqu'il  >0'agit  de  fonctions  exponentielles  ou  de  fonc- 
tions de  lignes  trigonométriques  et  d'arcs  de  cercles, 
et  que  daqs  les  diflPérentieUes  logarithmiques  ,  il  j  a 
toujours  quelques  termes  affectés  de  la  variable  avec 
un  exposant  négatif. 

AfpjjcàTIONS  I.  Troui^  la  différentielle  du  troir^ 
sième  ordre  de   |/a» — x*. 
Faiiant  cette  formule  égale  ky,  et  différentiant ,  on  a 

Diffirentiant  cette  dernière  éqaatioii,  Q  TÙDt 

djr 

enfin  >  par  une  troisième  différentiation ,  on  a 

^_      — 5a^x     , 
dj^  ~  y/(a«  — jc*)»' 
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II.  Trouver  la  différentielle  du  n""**  ordre  de  la 
quantité  exponentielle  a'. 

Rêpréscntafat  pttry  la  quantité  proposée  çt  différen- 
tiaut  uae  première  fois  ^  on  a  ^  =:  af^la  ;  une  seconda 

diSérentiation  donne  ^^ = a*  (  /a  )*  ^  une  troisièma 

donne  3^=  ^  C^)^  i  ^^^  généralement,  on  a 

III.  Trouver  la  ^érenlieUe  de  tordre  m  de  hi. 
Fai«anty  =  /x,  ona^=-  C^- (i<^)  >^^rt.  11  ]; 

•tsncce8«Yement3^=--;  3?  =  P'2è  = 

a. 3    dV        2. 3. 4  ^  ^      ,   ,    , 
—  —T-  >  T*5  =2  — j— .  Enfin  généralement  on  aura 

3^>°"-aS=-=±       -^    ^' ^ (58), 

le  signe  positif  lorsque  n  est  im  nombre  impair,  le 
signe  négatif  si  n  est  un  nombre  pair. 

IV.  T)rouuer  la  d^érentielle  du  n''**  ordre  de 
sin  X. 

Soit  yt=z  sîn  a: ,  d'où,  dy  =s  cos  xdx  >  et  différen- 
tiant  successivement ,  il  vient  ddy  rz:  — -  sin  xdx^  , 
€p)'=t=  — cos  jfcfcc^,  cî^  =  sin xdx*, cPy  =  cosxdx^^ 
enfin  généralement 
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^1,5,  9,13,17. ..^ 

^.sinx     V-smx(  ia,6,io,i4,i8. . .  I 

lorsque  n:=::<^  e  )  w)* 

V.  TVoiiver  la  différentielle  du  n**"'  orcîre  de 
cos'x:. 

taisant  y  =  cos  x,  et  dîlFérentiapt  «nccesnTemei^t 
cette  équation, oiia<^ =*-eia  xdr,ddy=2 —  cosaairf , 
^  =  dma:ctc3,  J^  ==  ces x<ir*,  x^  === -«^ ,3m  xdx*,  tt 
amsi  de  suite ,  ou  trouvera  généralement 

/ — î\nx\  fi>5,  9,13,17...^ 

d*.co8x     |— coëxf  ^a,6,io,i4,ï8...f 

/    4:o8x j  ^4^  8 j  j fl>  i£,AP . . .  j 

Remarque.  Ajant  MieceaKveaieiit  dîflEérantié  plo- 
sîeurs  fois  tang  x ,  nous  n'avons  pas  trouvé  la  loi  qui 
règne  entre  ses  différentielles  successives  ;  et  les  mêmes 
diiEcuItés  devant  avoir  lieu  poar  la  cotaagente  dfuja.asc 
variable ,  nous  ne  nous  en  sommes  pas  occupé.  P(ovi» 
ne  nous  arrêterons  pas  non  plus  à  calculer  les  différea- 
tielles  successives  des  sécant*  et  cosècante  â*iw  «se 
variable  ;  no|is  laisserons  ce  soin  A  nos  lecteurs ,  qui 
feront  bien  de  s'exercer  à  ces  sortes  de  calculs.  Quant 
aux  âifférentieUes  successive  de  sin-ver  x ,  il.fst  évir- 
dent  qu  elles  sont  les  n^êmes  que  celles  de  cos  as 
£  éqnat.  (38)3  prises  avec  un  signe  contraire ,  puisque 
d .  sîn-ver  x = — rf .  cos  x. 

38.  Snbsti'tnantdans  h  formule  (i>  répétéeâ  Tart.  55 , 

les  valeurs  2^,  ^^>  ^^•^•.  des  quantités  seapective* 
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fx,  fx ,  f^x (art.  35) ,  et  à  la  place  àefx  met- 
tant le  symbole  y  qui  représente  cette  fonction ,  on  aura 
la  formule 

connue  sous  le  nom  de  Théorème  de  Tayhr,  parce 
que  c'est  ce  Géomètre  anglais  qui  l'a  donnée  le  premier. 
Cette  formule  est  de  la  plus  grande  utilité  pour  deVe- 
.  lopper  des  séries ,  opérer  des  transformations,  interpo- 
ler des  tablés  ,  ainsi  que  nous  allons  le  faire  yoir  dans  les 
exemples  suivans ,  que  nous  avons  choisis  de  manière  à 
pouvoir  eux-mêmes  conduire  à  des  résultats  utiles  dans 
différentes  parties  des  sciences  exactes.  ^ 

I,  Transformer  PéqucUion  générale 

0*  + Ax*-*+  Bx^^-h  Cx~-^-f  etc  =o. ..(à) , 

en  une  autre  sans  second  terme. 

On  sait  que  pour  opérer  une  telle  transformation^ 

il  faut  substituer  dans  la  proposée  la  quantité  x  — -  — 

TU 

à  la  place  de  a; ,  ainsi  que  l'enseigne  l'Algèbre;  nous 

A 

aurons  donc  dans  ce  cas-ci  Ax  =:  —  —  ;  ainsi  repré— 

tentant  par  jr  le  poljnome  (a) ,  et  par  y'  ce  qu'il  de— 

vient  lorsqu'on  j  a  substitué  x  —  —  à  la  place  àe  ac  , 

on  aura  d'abord  par  les  différentiations  successives  d% 
l'équation 

j'=«:"+Ax«-'+Bx«-^+<Ir«-«+Dx'^+etc.  ^ 

les  équations  différentielles  fuivantet 


/    ^ 
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+  (m—  3)  Cx*-^+  etc. 

2^=:m(m— Oa;— +(m— i)(/n— fl)Ax*-» 
H- (m  —  s)  (m— 3)  Bx»^+ etc, 

^=m(m— 1  )  (m— s)  x"-3 

+  (m— 1)  (m — a)  (m  —  3)  Ax"-^+  etc. 


-3P^=m  (m — 1)  (m— a)(7n— 3)x"»^+ctc. 


Substituant  ces  valeurs  des  coefficiens  diOTérentiels  , 

A 

•iuâ  que  ccUe  de  Ax  = daos  la  formule  (Sg) ,  on 

a  ,  tontes  réductions  faites , 

4-  Fd  —  (^~5)Ay(m— I)  (m  — g)  A> 

L  m  \  s.4.m» 

(m— 3)AB  .  ^\n 
—  ^^ ^     +C^Jx«-4  +  etc....(4o), 


â/n 


formule  que  Von  pourrait  aisément  prolonger ,  et  qui , 
telle  que  nous  la  donnons  ici ,  est  très-commode  pour 
réduire  les  équations  du  troisième  et  quatrième  degré 
qui  ont  leur  second  terme  ,  à  Vétat  où  elles  doivent  5% 
trouver  afin  d'être  susceptibles  des  méthodes  ordinaire* 
de  solutions.  En  effet,  soit  m =3,  ce  qui  réduit  rela- 
tion (a)  à  celle 

x^  +  Ax*-f  Bx-f  C=Q^ 
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et  sa  transformée  (4o)  à  celle 

qui  est  identique   avec  celle  ii5  de  mon  Algèbre 
(Si83)v 

£n  faisant  m=  4 >  1^  transformée  sans  second  teritie 
de  réqnation 

je*  4- A««  +  Bx»  +  Ci?  4;  D  =  o 

sera  ,  toutes  réductions  faîtes  » 

x4+[B-^A*3x»  +  CC— iA(iA*~B)3x 
+  D— iA(^A5-iAB  +  C)  =  o. 

II.  Soit  jf  =  Zx  et  Ax  =  ±  a.  Les  difFérentiatioM 
successives  de  la  première  de  ces  ^  deux  équations 
donnent  les  valeurs  des  coelHciens  différentiels  trouvés 
â  l'article  Zj  (  appl.  III) ,  et  substituant  ces  valeurs  , 
ainsi  que  celle  de  Ax  dans  la  formule  (S^)  >  on  aura 

you/(x±a)  =  /x±:£-^±g^-etc., 

ce  qu'on  a  déjà  trouvé  en  algèbre  en  mettant  dans  la 
formule  (70)  de  mon  Algèbre  ,  ±  -  i  la  place  àey. 

III.  Soit  ^  =  sin  a:  et  Ax  =  it  a ,  on  aura  ,  en 
substituant  cette  dernière  valeur  de  Ax  «  ainsi  que  celles 

des  coefficiens  différei^tiels  ^%  ^,  etc.  (  équat.  du 

groupe  37)  dans  la  formule  (Sg) , 

y-    ^     _!-.    X         .       -±^                    a*  sin  X 
ou  sm  (  xoz  a)  =5  sm  X  s  a  ces  x 

.^  a*  cos  X  ,  a*  cos  X  .     ^         ,'   . 
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On  tromrera  par  le  même  procédé  que 

cos  (  X  d:  a)  =  cot  X ip  a  sm  a:  — 

Cet  deux  demitree  fbnaales  sont  crès-utlfet  pour 
interpoler  les  tables  des  eimu,  d'autant  que  a  étant  pris 
pins  petit  qu'ime  minute  de  degré.,  on  pourra  se  con- 
tenter des  trois  premiers  termes  ^  et  on  aura  avec  una 
approximation  très-suf&sante , 

sin  (pc+à)  =  rin  3:1^^1  — ~  j  +  «  ^^^ ^J-  •  C^^), 

cosC*H-a)sB:cosxrri -*.— j  — «tangx  |...(44)* 

Si  l'on  futx^Ezo  dans  les  formules  (40  *^  (4^)  » 
il  yfeadra 

sina=a-^+^3^-etc. 

a*  .      û^ 
et  cosai=s  i— — I =— r  =  etc., 

a      a. 3. 4 

formules  déjà  connues  et  démontrées  «  d*mie  manière 
très -simple  et  très  -  rigoureuse  ,  dans  les.  Élémens 
de  Géométrie  de  Legendre ,  page  355,  quatpème 
Édition. 

IV.  Soit  ^  =  arc  (sin  =»),  d'où  x=sinj'.  Diffé- 
rentiant  succesnvement  la  première  de  ces  deux  équa- 
tions ^  on  a  les  équationsrdifférentkUef  » 

dy  ^ I 

S  ~  cosy  ~  |/|  ^xx  ' 

ddy X  éPy  ax'+i  \ 

rfx*~  ^  .J  '   d?  ~  5[  »  *^- 
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Cela  posé ,  faisant  Ax  =:dî  a^ la fonniile  (^9)  don- 
nera 

y  ou  arc[iin  =  x±:a]=:arc(iîn=3a?)rh— — - 

H ' r* — ^^ — -!— ^+etc....(45). 

Cette  équation  sert  àtrouver  ayec  telle  approximation 
qu'on  le  désire ,  Tare  dont  le  sinus  est  donné.  On  peut 
même  avoir  une  très-grande  approximation  en  ne  pre- 
nant que  les  deux  premiers  termes  de  la  série  affectés 
de  a  y  puisque  cette  dernière  quantité  est  plus  petite 
que  la  différence  de  deux  sinus  consécutifs  pris  dans 
les  Tables  »  et  que  cette  différence  est  elle-même  fort 
petite  lorsque  les  arcs  sont  suffisamment  grands.  Ainsi, 
représentant  par  «  Tare  dont  le  sinus  x ,  pris  dans  les 
tables  y  est  le  plus  voisin  possible  du  proposé  x±a,on. 
aura  avec  une  très-grande  approximation  Tare  de- 
mandé y  en  ajoutant  au  donné  dont  le  sinus  est  a; ,  la 
quantité 

=fc  j^-:^  (acos  «±atang«e)  X63%66i977(*)...(46). 

Si  Ton  fait  xmo  dans  la  formule  (4S)>  et  si  Ton 
prend  les  signes  supérieurs ,  on  aura 

a»       ^"3.3. a* 
arcCsin  =  a)=a  +  ^  +  ^^-g^+etc., 

«e  qui  se  démontredans  tousles  livres  de  Trigonométrie. 


O  Ce  nombre  est  la  Talemr  graduelle  de  Tan  de  la  circonf(éfeBce 
du  cercle,  tjvà  est  sensiblcmcac  ég^  en  losgaeor  absolue  au  rayon 
da  cercle. 

t. 
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CHAPITRE  VI. 

Des  différentielles  successit^es  desfonctions 
de  plusieurs  variables^ 

Jg.  OoiT  réquation  ^=:ry,  dans  laquelle  nous 
supposerons  d'abord  que  x  yarie  uniformément.  La 
différentielle  du  premier  ordre  de  cette  équation  est 

d|=xcly+^drCart.i8),d'oÙ3|=a?^+  y,  et 

prenant  la  différentielle  de  eette  dernière  équation ,  on  a 

mais  à  cause  que  1^  et  y  ne  yarient  pas  uniformément^ 
et  que  cependant  ces  variables  yarient  suivant  des  va-* 
nations  constantes  de  x,  nous  indiquerons  cette  cîr-< 
constance  du  calcul ,  en  ne  différentiant  les  fractions 

^  et  ^  que  par  rapport  k  d^tl  dy  ^  comme  si  cet 

différentielles  représentaient  des  yariables»  et  que  cLc 
ne  représentât  qu'une  quantité  constante  \  on  aura  donc 

-y^  =  %ày  +^^  -,  ou  faisant  disparaître  Its  dén©-. 

minatenrs,  on  aura 

dtfÇ  =  fi^dydx  +  xddy.  • . .  .(47) , 

même  résultat  que  si  nous  ayions  différentié  directe-* 
ment  Téquatien  d^  =  xdy  'i^ydx,  en  ne  considérant 
comme  yariables  dans  cette  éqnatîoa  qn^  d^,x,y 
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et  dy ,  ce  qui  donne  ^  comme  précédemment  ^ 

dd^  ==  dxdy  +  xddy  -}-  dydx  =  adxdy  +  xd^y^ 

4o.  La  forme  de  l'équation  (47)  >  aipsi  que  dt  toutes 
celles  où  les  différentielles  des  variables  se  trouvent 
affecter  tous  les  termes ,  sans  avoir  pour  dénomina- 
teur des  différentielles  du  même  ordre  oa  du  même 
degré  (^) ,  ne  présente  qu'une  égalité  insignifiante  ; 
car  que  signifient  les  équations  dy=zfxdx  ,  ddyz=z 
==f^xdx ,  et  autres  équationâ'^semblables ,  lorsque  dy 
et  dx  ne  représentent  respectivement  que  ùy  et  Ax , 
a'évanouissant  spontanément  par  la  supposition  de 
Ax  =0  ?  Ces  équations  présentent  la  même  idée  vague 
que  cellesa*— *^*==aa(ar— a)  ^9u  o=âa.o;  auliea 
que  dégageant  dans  les  équations  différentielles  les 
Coefficiens  significatifi  fx^fx. . .'  des  différentielles 
qui  les  multiplient  >  par  voie  de  divisioo  indiquée ,  ces 

«quations  qui  deviennent  alors  -^  ==  fx ,  -j^  z=sfx. . . 

présentent  à  l'esprit  une  idée  nette  et  rigoureusement 
vraie  ;  c'est  -  à-  dire  ,  le  quotient  de  deux  quantités 
qui  ont  été  en  même  temps  absorbées  par  l'évanouisse- 
ment d'un  facteur  commun  ;  de  même  que  l'équation 
îpsignifianlie  a*-^«*:ç=aa(a*— a)  ou  0=5: aa.o,  pré- 
sente une  vérité,  rigoureuse  lorsqu'on  la  met  sous  la 


{*)  II  est  essfBOtiel  de  distinguer  Tordre  d'une  différentielle  d'aTec 
Xt  dtogré  de  la  diffi^eentieUe  ;  car  la  premiè;re  de  ces  devz  chosef 
indique  la  quantité  de  diffërentiations  .successives  quVprouve  une 
variable ,  et  la  seconde  indique  seulement  la  puissance  de  la  diRV'-* 
rentiellc.  Ainsi  ^  d"^  est  .une  di£B^rentieUe  de  Tordre  n  y  et  df*  est 
la  «•««•w  puissance  de  la  dilférenti^Ie  '  du  premier  ordre  df  ;  die 
ppursaii  s'écrire  sons  la  forme  (  df  )*• 

.  Kons  regarderons  comme  homogènes  deux  diffcrentîelles  qui 
sVquivaudront  par  leurs  ordres  ou  par  leurs  degrës  ;  telles  sont 
1%  différeniiellet  tt^  et  ^jç»  \  d^^ydx^  et  d^^tapdyf. 
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à^—a^  ^  a^  —  c^ 

forme  =b  aa  ou  ^  =  aa  ;   car  ou 

a — a  a  —  a 

.('JO         C"=^== -—^expnmedan. 

ce  ca8--ci  ,  le  rapport  des  deux  quantitéii  a  (a-f-o) 
tta,  lesquelles  y  sous  leurs  premières  formes  ,  étaient 
absorbées  en  même  temps  par  le  facteur  commua  i — i . 

Ain  si  nous  devrions  ,  pour  ne  jamais  mettre  sous  les 
yeux  du  lecteur  que  des  équations  signifiantes ,  placer 
comme  diviseur  d'une  différentielle  d'un  ordre  ou  degré 
quelconque  ^  une  autre  différentielle  équivalente  »  soit 
par  Vordre  ,  soit  par  le  degré  ;  ce  qui  peut  toujours 
«e  faire  en  divisant  par  les  différentielles  qui  affectent 
certains  termes  significatifs ,  ou  en  divisant  tous  les 
termes  de  F  équation  par  une  même  différentielle  con- 
venable ^  ce  à  quoi  l'on  serait  obligé  dans  certains  cas. 

Par  exemple ,  Téquation  -y-^  =r  2dy  -f-  -^-^  trouvée 

dans  l'article  précédent ,  devrait  être  divisée  par  dx , 

ce  qui  donnerait  l'équation  ^-f  +  -^  +  -t-^  ,  dans 

laquelle  chaque  fraction  différentielle  représente  un 

rapport  significatif.  Majs  il  n'aurait  pas  fallu  diviser 

l'équation  mentionnée  précédemment  par  {fy-ycar  cette 

dd^  xddy  « 

division  aurait  donné  ^—r-  =  i  +  d  /è  ^^^  renferaoe 

dans  chaque  terme  différentiel  des  dénominateurs  pro- 
duits dedeux(KfférentieUes. 

Ainsi  y  nous  le  répétons ,  les  équations  différentielles 
ne  devraient  jamais  se  présenter  qu'avec  des  coefficiens 
différentiels  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  se- 
raient homogènes.  Mais  a  cause^  i^  que  les  calculs  que 
Ton  opérerait  sur  ces  équations  ^  mèneraient  exacte- 
me;at  aux  mêmes  résultats  qu'en  opérant  après  avpir 
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chassé  les  dénominateurs;  a®  que  sous  cette  dernière 
forme  des  équations  différentielles ,  les  calculs  sont  plus 
simples;  3**  et  qu'enfin  on  pourra  toujours  ramener,  lors- 
qu'on leyôudra,  les  équations  résultantes  aux  formescon- 
yeoables  pour  qu  elles  ne  présentent  que  des  rapports  de 
quantités  significatives  variables  ou  constantes ,  nous 
prévenons  qu'à  l'avenir  nous  ne  considérerons  presque 
toujours  dans  les  différentiations  successives ,  les  équa- 
tions différentielles,  que  sous  la  forme  où  ne  se  trouvent 
plus  de  dénominateurs  différentiels ,  et  que  suivant  que 
telle  variable  variera  uniformément ,  ou  par  des  chan- 
gemens  qui  varieront  eux-mêmes ,  nous  la  considérerons 
comme  constante  ou  variable.  Ainsi  nous  dirons ,  sans 
autte  préambule  ,  que  dx  est  variable ,  si  fx  varie  sui- 
vant des  accroissemens  ou  diminutions  de  x  qui  ne  sont 
pas  uniformes  ,  ce  qui  arrivera  si  x  est  fonction  d'une 
variable  z.  Dé  même  ,  y  représentant ,  par  exemple  , 
une  fonction  de  a: ,  nous  dirons  que  les  différentielles 
dy^  d^y ,  d^y. . .     sont  variables ,  tant  qu'il  se  trouvera 
dans  les  valeurs  de  ces  différentielles  des  termes  af- 
fectés de  la  variable  x.  Mais  si  Ton  parvient  par  des 
différentiations  sucpessives  à  une  valeur  de  d^  toute 
constante ,  alors  nous  dirons  que  cette  différentielle  de 
l'ordre  m  est  constante. 

Ces  manières  de  s'exprimer  qui  ne  présenteraient 
aucun  sens  significatif,  si  nous  n'avions  déjà  exposé  les 
principes  rigoureux  sur  lesquels  pose  le  calcul  différen- 
tiel ,  ne  peuvent  induire  à  erreur  d'après  les  conven- 
ions précédentes ,  tendantes  à  simplifier  le  discours  et 
le  calcul,  conventions  qui,  an  reste,  sont  semblables  à 
celle  que  l'on  admet  dans  l'une  des  branches  des  plut 
importantes  de  l'Arithmétique.  En  effet ,  on  est  con- 
venu de  dire  que  les  logarithmes  des  fractions  décimales, 
telles  que  0,1  ;  0,01  ;  o,oot ....  dans  le  système  lo- 
garithmique 
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garithmiqne  qui  a  pour  base  lo^  «ont  respectiyemenl 

9,8,  7 quoique  ces    derniers   nombres 

soient  réellement  les  logarithmes  des  nombres  respectifs 

1 000000000,  f 00000000  ,  10060000 et  que  les-' 

Frais  logarithmes  des  fractions  décimales  0,1  ;  0^01  ; 
0,001 ....  soient  respectivement  —  i,— a,  — 3....     ^ 
Mais  pour  simplifier  le  discours  et  les  calculs  numé- 
riques en  évitant  les  logarithmes  négatifs  ,  on  est  con- 
venu d'ajouter  10  à  la  caractéristique  des  logarithmes 
de  toutes  les  fractioflUécimales  compri&es  entre  o,  i 
et  0,0009000001  ;  aoa  la  caractéristique  de  toutes 
les  ËTâlttions  décimales  comprises  entre,  cette  dernière 
et  celle  0,00000000000000000001  ,  et  ainsi  de  suite.' 
X>* après  cette  convention,  la  manière  d'exprimor  Ica 
logarithmes  des  fractions  décimales  avec^des   signeâ 
positife  ,  ne  peut  induire  à  erreur,  parce  qu'on  rétablit 
,'cn  réalité,  ou  mentalement^  les  résultats  dans  leur 
véritable  état*,  en  retranchant  de  la  caractéristique  au-^ 
tant  de  dizaines  que  Ton  a  ajouté  de  logarithmes  de  frac* 
tions  décimales  comprises  entre  o,  1  et  0,000000000 1 . 
De  niéiDre  que  dans  nos  conventions  actuelles  relative- 
ment au  calcq)  différentiel ,  étant  parvenu  à  Téquatioii 
^fférentielle  dd^  a<fydx+xddy  [éq.  (47) ,  art.  Sg],' 
nous  pourrions  la  rétablir  sous  la  forme  où  elle  ne  x>ré-* 
lente  qu*un  résultat  significatif  et  rigoureux,' en  la  di-^ 
disant  par  dx*. 

Bien  souvent ,  gomme  nous  l'avons  dit  précédem-^ 
ment  ,  nous  n  opérerons  pas  ce  changement  de  foi'me  ^ 
«t  il  nous  sufika  de  savoir  que  nous  pouvons  relTectuet' 
lorsque  tous  les  termes  dç  1  équation  seront  affectés  do 
différentielles  équivalentes  par  Tordre  ou  le  degré. 

Ces  conventions   étant  tmijours  bien  présentes  i 

l'esprit  de  nos  lecteur»)  nous  allpar  continue^  not  re^ 

•  5  • 
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cherch^  dans  le  calcul  diiFérenttel  arec  beaucoup  plu» 
de  EaciUté,  et  aout  dédommager  amplemeat  de  la  di- 
gression on  peu  longue,  mais  nécessaire  qui  uons^ei  oc- 
cuf  é  daQ»  cet  article«^ 

jÇi .  Les'  problèmes  îndétermidés  dans  lesquels  il 
"*  n*entre  que  deux  variables ,  tels  que  ceux  de  géoraétrie 
dans  la  considération  des  lignes  planes,  penrent  touîours 
s'exprimer  aualyfiquement  par  une  équation  f(x,y)z=o, 
dans  laquelle  prenant  Tune  dé^^deux  variables  ,  par 
exemple  celte  je  arbitraire ,  c'Aftà-dire  avec  des  va"* 
lenrs  successives  prises  à  volonté ,  mais  que  pour  plus  de 
«împKclté  on  fait  varier  uniformément ,  Pantre  variable 
y  sera  fonction  de  l'arbitraire  r ,  et,  en  exceptant  U 
cas  où  la  proposée  y*  (x ,  ^  )  :ss  û  est  du  premier  degré  » 
cette  ysitiaifky  ne  variera  pas  uniformément.  Ainsi  dans 
les  différentiations  successives  dey*(x,^),il  i^udra 
considérer  la  différentielle  dx  de  la  variable  uniforme  x  • 
comme  cons^te,  et  ne  prendre  les  (Sfférentielles  d^ua 
ordre  supérieur  que  de  la  variable  jr. 

Mak  daoa  les  problèmes  où  il  entre  plus  de  deux  va* 
tii^les  9  on  pent  avoir  une  équàtiou  m^ée  entre  des 
variables  qui  toutes  croissent  ou  décroissent  suivant 
des  variations  qui  ne  sont  pas  uniformes.  Par  exemple^ 
lorsqu'on  considère  les  lignes  à  double  couriiure  par 
leurs  projections  sur  les  deux  plans  coordonnés  des 
vs  et  X2,  en  prenant  z  pour  variable  arbitraire  que 
Ion  fait  croître  uniformément ,  aloA  les  équations  de 
projections/^  (y ,  a )  =  o  et  /*  (x ,  z  )  =  o  rentrent 
dans  le  cas  précèdent  ;  mais  si  Ton  consiaère  Féquation 
./"(^^  J^)  =  o  de  la  projection  de  la  ligne  i  double 
courbure  sur  le  plan  des  xy  »  alors  ces  deux  variables  ^ 
étant  chacune  fonction  de  Ta  variable  arbitraire  et  uni- 
forme z,  ae  varieront  pas  uniformément ,  et  il  £uidra 
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mêlée  de  ce.  yanables.  çoii«d^«-J„  mér*nûéat,^ 
jjr  comme  Tarkblcs.  "««May, 

De  même ,  éi  réqaation  d'roe  surfac.  entre  le,  troi. 

«rée  comn«  larhtratre)  .e  pré«»„te  sous  la  for». 
•^  --'  Sf  '  *  J  '  «Jo"  <î«>»  le»  différentiation.  nicoe»» 
«ve..  ceDe.  de/Cx,  z)  rentrent  dans  le  p'^te^^^ 
qnenoB.  avons  traité.  Mais  si  l'équation  proDo.ée  .. 
présejtesouslafonne  *-/(x.^):d-où  rf/^^;)!" 
rforsdan,  les  différentiatio,.  successives .  il  faudra  co^ 
«dérer  dy  et  dx  comme  des  vaViaWes.  Il  en  serait  de 
même  si  Véquatipn  de  la  surface  «e  présentait  sous 
la  formed  une  fonction  nulle  def  trojs  variables  mêlées 
telle  que  ceUe  ♦  (X .  jr ,  O  =  o  ;  alors  dans  les  diffé^ 
renliations  nécessaires,  on  considérerait  «fe  comme 
coiuttaite  etdy,dx  comme  vaiàbïes. 

CesraBonnemens  s'étendent,  quel  qaç  sokle  ntmbn 
devariable8quientrenfdansJe.probïéme«zndétérminé8 
lesquels  ne  peuvent  plu.appartenir  à  laG^métrieW 
qu  ,1  jr  a  plus  de  faoi»  variables,  mais  appartiemienl  à 
lAndyse  udéterminée  algébsi^ 

43-  .Puisque  dans  les  problèmes  indéterminés  entre 

m  ^gabre  quelconque  de  variables  *,  t,  u »  , 

il  y  en  a  toujours  une  arbitraire  que  l'on  fait  varier 
maïanoimmt,  il  e'ensusf  fiia  dm»  le»  difiFSreiitf  ation. 
•accesMvesdesfoncéloMjmtre  c«  variable*,  il  peu»  ar- 
river que  certaine  orfresd^OifféreatielleB  de  ooelques- 
me»  des  variables  soient  constate», loj^oejfca  ^J^, 
tant  enpor*  variable. ,  et  peuvent  même  VétiK  indéfioi- 
mant  :  car  m  réquatios  de  ralatioji  enti«  la  variabfc 
ariatraire  et  Vume  des  «Ère»  varidWee  est  de  la  fonn* 
de  celle  (a)  meatioooéa  à  J'artide  3$ ,  sa  diffét«ntie(l. 
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de  Tordi-e  marqué  par  le  plus  haut  exposant  delà  ya^ 
riable  arbitraire  aéra  constante,  et  par  conséquent  dan» 
les  différentielles  ultérieures  à  cet  ordre  de  différen^ 
tielles ,  ^ei  dernières  n'entreront  plus  que  comme  de» 
fact^â  vpnstans.  Par  exemple ,  soient  entre  les  troi» 
yariables  X,  j' ,  z  les  équations  x=:aa^-(-èa*4-c*-f-€, 

jr=i:—  etf(^x,y)=^o,  z  étant  toujours  x:onsidérée 

comme  la  variable  arbitraire  que  Ton  fait  varier  uni- 
formément. Il  est  clair  que  dans  les  diiFérentiations 
successives  de  la  dernière  de  ces  équations,  dx  va- 
riera jusqu  à  la  dilTérentiefle  du  troisième  ordre  de 
f(,x,y)\  mais  p^é  cet  ordre ,  tPx  étant  constante  , 
n'entrera  plus  que  comme  facteur  des  différentielles 
de  tous  les  ordres  de  dy  ,  lesquelles  peuvent  se  pour- 
suivre indéfiniment  (  art.  37  ). 

Si  réquatiqp  entre  y  et  z  avait  'été  y  =  gz^  -f-  W 
4-  iz\,+  kz*  +  iz+m,  alors  la  différentielle  du  cin- 
quième ordre  àe  f  (^x,y)  aurait  été  constante,  et  il 
n'y  ^rait  eu  que  deux  différentiations ,  daiis  lesquelles 
d^x  serait  epUée  comme  simple  facteur  constant. 

Cela  posé  ,  passons  aux  différentiations  successives 
des  fonctions  de  plusieurs  variables ,  parmi  lesquelles 
ne  se  trouve  pas  l'arbitraire  que  Ton  fait  varier  uni- 
formément. •   .:  ^ 

43.  Lorsqu'on  sait  trouver  la  différentielle  première* 
d'une  fonction'  de  plusieurs  variable!^ ,  on  peut  avec  la 
même  facilité  trouver  la  diffirentielle  d'un*  ordre  quel- 
conque dé  cette  fonction  ,  car  il  ne  s'agit  pour  cela 
que  de  regarder  chaque  différentielle  de  la  formule  que  -. 
l'on  drfférentie  bomme  une  variable ,  et  lorsque  parmi 
les  variables  primitives,  il  y  e«adont  un  certain  ordre 
d#  différentielle  est  constant ,  il  fanC  considérer  dans 
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lea  diiTérentiatioas  ultérieures^  ces  difTér^htielle^  comme 
des  quantités  constaotét.  Par  exemple ,  soit  Téquadon 

g  —  aîy  — .  z  -+•  a (a)  ; 

differentiant  une  première  fois,  eu  a 

dÇ  =  xdy  +  y^  —  dz., .  .(J)  , 

et  considérant  dans  cette  dernière  équation  d^,x  ^dy^ 
y  ^  djc  et  dz  comme  autant  de  variables^  on  aura,  par 
a  difTérentiation  de  l*équation  (jb)  qui  est  une  se^nde 
différeutiation  de  l'équation  primitive  (a)  , 

<W^  =  adxdy  +  xddy  +yddx  —  ddz. . .  .(c). 

Sî  nous  -voulions  avoir  la  différentielle  du  troisième 
ordre  de  l'équation  (a) ,  nous  considérerions  encore 
dans  l'équation  (c)  d4^  ,  dlr,  dy  ^  x  ,  ddy^y^  ddx  et 
ddz  comme  autant^  ynriMts  ^  et&SèxtXiéitùons  en 
conséquence  rëquatfon  (c).  Mais  sFqnelqu  une  des  dif- 
férentielles du  second  ordre  ,  par  exemple ,  celle  ddz 
était  constante  d'après  la  nature  de  la  question  qui 
aurait  donné  lieu  à  ces  ^ilFérentiations  successives , 
alors  nous  ne  différentierions  plus  que  par  rapport  aux 
sept  premières  dea  huit  quantités  précédentes. 

44*  Quoique  ce  calcul  tienne  à  une  uniformité  qui 
le  rend  fort  aisé;  cependant  lorsque  i'oidre  de  difTé- 
rentiation est  un  peu  grand ,  le  calcul  devient  d'une 
longaeuT  fatigante  ,  mais  heureusement  qu'on  a  reconou 
la  loi  qui  règne  entre  les  termes  delà  dilKrentielIe  d'un 
ordre  quelconque  du  produit  de  ^ux  variables  ,  ce  qui 
est  dans  Te  calcul  difTérentiel  une  découverte  fort  utile 
et  analogue  â  celle  de  la  formule  du  dévciopperaent  de 
la  puissftice  d'^^inome  en  Algèbre.  Nous  allons  fair« 
'  connaître  cett^v* 
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Soit  le  produit  XY  de  deux  variables  qui  étant  «uc- 
cesslvement  diiTérentié  une  ,  deux  et  trois  fois^  donnfi 
respectivement 

d.XY  ~XdY    +  YJX, 

d*.XY  =  Xd-Y  +  adidX   +  Yd^X,. 

d^.XY  =  Xd^  +  3d*YdX  +  3dY£fX  +  Yd^X- 

Nous  voyons  que  dans  ce  peu  de  cas  particuliers  que 
nou*  avons  éliminés ,  la  loi  des  ordres  des  difFéren- 
ticHes  est  la  même  qu^  celle  des  ejcposans  dans  là 
développement  du  binôme.  Quant  aux  coefficiens  nu- 
mériques» ils  sont  les  mêmes 'que  ceux  du  dévelop- 
pement du  binôme.  Or»  je  dis  que  si  cette  conformité 
a  lieu  pour  une  différentielle  de  Tordre  n  du  produit 
des  deux  variables  ,  elle  aura  aussi  lieu  pour  la  diffé- 
rentielle de  Tordre  n  +  i  du  mtoe  produit ,  et  par 
conséquent  pour  uù  ordre  quelconque  de  différentielle 
de  ce  produit.  En  effet;  soit 

dVXY  =  Xd-Y  +  nd--YdX +  ^i^i^  d--Yif»X 

^^  a. 3 

En  différenfent  wtte  deraière  éqoatioa ,  on  a 


.4    *'M 
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Ma««+--^ --5—.  ~r»  + i75 

ssIfltlJIÎ^ÎIIlii^  et  «dS9  géaéndtnient  le   cpcIB- 

n(n- 1  ) . . .  (n-pr>-fl)(ra-p+ 1)     (n-^i)  yi(w~i)...(?i-.p4-a) 
i.a..-.(p— j)p  i.ai. ...{/?  -i)p      .  '* 

Donc  le  tenue  général  de  la  Taleur  de  i{*^\XY  eit 
Ja  <piaiiiité 

x.a....Cp  — i)p  ' 

parfaitement  eonforme  au  terme  (énéral  da  dévelop- 
pein|iit  de  {Y  +  X)'^\  en  7  mettest  rMp^ctJvt* 
meut  y-^'  et  X'»  a  la  place  de  rf«-H-'y  et  <^X. 

m 

Donc  y  généralement,  la  formule  (4S)  a  lien  qoefle 
que  s<À  la  valeor  entîècie  M  pocitive  de  i*ordre  s  3e 
différcntiation  (*) 

Pour  faire  une  application  de  cette  formule  (48)  > 
proposoy-noufi  de  trouver  la  différentielle  du  troisième 
ordre  de  la  formiâe  x*— ^•. 

Faisant  X  =  x4-J'  ejt  Ycs^r— y,  on  aura 

H-  3d*  (x  +jy)  a  (x— jr)  +  ipc—y)  d?  (x  +^) 
z=zax^x  4.  6d*xi2x  —  ajycPy  —  Qdydy. 


(*)  Dans  k  dérwloppemMnt  da  hhome ,  on  consicMn  r«zpOMiit  ;i 
d^uDc  râleur  gudconque  ;  jnaisilesc  clair  que  pour  dereioppcr  le» 
dîfférentieUeisacceitiTet  d'une  fonctioo  vamble  jufqo'à  un  ceriaiiv 
ordre ,  l'indice  de  cet  ordre  ut  peut  être  qu'un  nombre  eotiec  cft 
potiUf. 
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'  45*  Si  la  fonction  variable  dont  on  vent  avoir  la 
dilFerei^jtréne  de  ^fdre  n  st  compose  d*im  nombre 
77^^ a  de  facteurs  variables 5. on  fera  X  égal  à  un  de 
ces 'facteurs,  et  F  égal  au  produit  des  m— i  âutree 
facteurs.  Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (48)» 
on  âiira  une  première  différentielle  dé  Tordre  n ,  mais 
affectée  des  diiférentielles  de  tous  les  ordres  entre  1  et 
^  n  ^ncliisivement  du  produit  dea  m —  1  facteurs  repré- 
•enté  par  Y-,  et  Ton  se  servira  toujours  de  la  formule  (48)  . 
pour  dififérentier  ce  produit  en  faisant  X  égat  à  Tua 
des  m — 1  facteurs,  et  Y  égal  aux  m — 2  autres  fac*- 
teurs.  On  continuera  toujours  de  même  jusqu'à  ce  que 
V  ne  représentephis  qu'un  s^ul  facteur  de  la  fonction 
proposée.  Par  exemple ,  soit  demandé  la  différentielle 
du  troisièriie  ordre  de'35^~y^z  qui  est  le  produit 
dés  tro^  facteurs  x+y,  x — y  et  z.  Nous  ferons 
d'abord  X=z  el  K=a:*— jr»,  et  substituant  ces  va- 
leurs dans  la  formule  (48) ,  nous  aurons 

'  d  (x*z— y«)=a5€p(a;»— jf*)  +  3e^(x*— y)€fa. 
4-  3d  (x»— y )  d^z  +  (x* -^y^)  â?z. 

Mais  la  même  formule  (48)  nous  a  donné  dans  l'article 
précédent  la  valeur  de  d^(x* — y);  elle  no\»  donnera 
encore 

d^(x>-y=(x-J^)i^(x4J')+flrf(x+y)J(x-^)+(x4^)i*(a^-y> 
=:2(xrf*x— yi^+rfx*— rfy')  et  rf(x'— ^•)~a(xiï>--ydy)  ; 

donc  substituant  ces  valeurs  dans  la  première  exprès^ 
Mon  de  ei3.(«x* — ay*)  il  viendra,  toutes  réductions 
faites  ,  •       '    - 

w^d''ydz'\'dc^d3r^d^d^+zd^xdx''zSL^yd'y)+^z{yd^'^xiFx\ , 
4G,  D'après  ce  que  nous  venons  de  dire ,  il  ^t  aisé 
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de  voir  que  si  ¥où  vtut  avoir  la  dîSërentif  Ile  de  Vordre 
n  d'une  yariable  x  élevée  à  la  paiamice  entière  et  positive 
m,  il  faudra  d*abard-  faire  X=a(»  et  y=sx*~' ,  et. 
ayant  sabstitné  ces  valeurs  dans  la  formule  (48)  ,  faire 
encore  X=a;  et  Y^zaf^'^tnui  servant  toujours  de  la 
néme  formule  (48)  j  et  aiiui  ae  shite  jusqu'à  ce  qu'oa 
parvienne  à  Y-xsx.  .  •         •  • 

47.  Mais  si  la  puissance  m  de  x  est  un  nombre  paîr^ 

on     poun-a  encore   simplifier   le   développement  de 

la  diïFémitielle   du    n**"*  ordre   de  x*.   fen   effet  , 

•  ?     î 

d* .  x"=d* .  (^.  a*)  :  or ,  puisque  X  et   K  sont  placés 

83rmétnquemeQt  dans  la  formule   (4B) ,  il  eu  résulte 

^e  X  étant  =s  F>  on  aura,  si  n  est  un  mmibre  impair  >  les . 

ft  "4*  1  •  • 

■■  premiers  termes  de  la  suite  (48)  qui  seront  égaux, 

aux derniers  termes  :  ainsi  le  calcul  se  réduira  â 

a   .  .     ' 

ces — ^^  termes  que  Ton  doublera  pour  avoir  la  diffé- 
rentielle totale.  •* 
Si  71  était  un  nombre  pair ,   alors  celui  des  termes 
du  d^loppement  de  la  différentielle  du  n'*^'  ordre 

-  +  1  )  terme  qui  serait 
unique  dans^Ri  espèce ,  et  par  conséquent  il  faudrait 
calculer  les  -  -|-  1  premiers  termes ,  et  à  cause  que  lee 

—  derniers  termes  seraient  égaXix  aux  -  premiers  ,   il 


n'y  aurait  qu'à  doubler  ceux-ci. 

Exemple.  Trouver  la  différci 
rdre  de  x^. 

Nous  avons  rf'.x^=;cr(.ï*.x*).  Cette  première  diifà^ 


Exemple.  Trouver  la  différentielle  du  troisième 
ordre  de  x^. 
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rentiation  devant  noui  donner  quatre  termea  ^  nous  ne 
calcnleront  que  les  deux  premiers  par  le  moyen  delà 
formule  (4^),   et  nous  les  doubleroof ,  ce  qui  noua 
donnera  d'abord  JP.x^^ssuxs^.sf-^Sd.oc^d^.a^. . .  (a). 
La  différentielle  du  trokîèmt  ordre  de  s*  oua;.a?aeafr' 
composera  que  des  deux  premiers,  termea  doublés  qn» 
dcfhne  la  formule  (4^) ,  et  nous  aurons  iPj^=S3CcPjp 
-f-  6dxd*x...(b).  Nous  avons  de  plus cI.afssajcdLr.. .(<;). 
Quant  à  la  différentielle  seconde  de  a^,  l'ordre  de  diffé- 
rentiation  étant  paie  et  se  composant  de  troisatermes , 
il  faut  calculer  les  deux  premiers  par  le  moyen  de  la  ^ 
formule  (48)  ,  et  doubler  le  premier,  ce^ui  nous  don- 
nera rf».j;»=d*  (a:.a:)=^uad'x+  ait? (cï)- 

Formant  le  produit  jdûs  équations  (c)  et  (d)  »  on  a 

J. jc^rf'jc*  =  /^dxd^x  +  /^xdj? (e).  Enfin  substi* 

tuant  ces  valeurs  (e)  et  (&)  dans  l'équation  (a) ,  et 
réduisant,  il  vient 

^     €P.x^z=^43i^d^x  +  ZBx^dxd^x  +  f^xd3?, 

gui  est  la  différentielle  demandée.  « 

48.  La  Sormuk  (48)  cesse  d*étre  aussi  avantageuse , 
1^  lorsque  quelqu'une  des  variables  de  k  quantflfe  doat 
on  veut  prendre  la  différentielle  de  l'ordre  n ,  n'est 
pas  élevée  à  une  puissance  entière  et  po^rve  ;  a^  lors- 
que dans  la  quantité  que  l'on  différeifll  successive-* 
ment,  il  entre  des  transcendantes  variables  :  cependant 
danst;es  mêmes  cas  on  peut,  par  le  moyen  de  la  for- 
,  mule  (48) ,  présenter  le  tableau  général  des  opéra^ 
tions  que  l'on  a  à  faire ,  d'une  manière  qui  simplifie 
le  calcul.  Par  exemple ,  soit  proposé  de  trouver  la  diffé- 
rentielle del'ordre  n  de  la  fonction  transcendante  /X/T. 

Nous  observerons  que  d*/X  =  d^^^^/ZXsisii*— * --^. 
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mêm< 
donnera 


rfY 

fet  qtie  de  même  d^iYrsrf»-*  —  ;  donc  la  formule  (48) 


I]  n*7anradonc  qua  efTectuer  les  différentiationssuo- 
cesBÎves  de  i^X.X""^  depuis  le  premier  ordre  însgn'i 
eelnî  n  —  i ,  ce  qui  donnera  les  résultats  analogues 
pour  rfY.Y-^  et  ensuite  à  substituer  ces  yaleurs  dans 
là  formule  (i^).  ♦ 

49*  Vais  quelle  que  soit  la  forme  sous  laquelle  se 
présente  une  équation  entre  deux  variables ,  on  pourra 
simplifier  le  calcul  en  réduisant  chaque  difFérentia- 
tion  successive  à  celle  d'une  première  différentiation. 
£a  ^t,  soit 

^         ,       F  ix,y)  =0 {ai, 

une  équation  mêlée  entre  les  deux  variables  x  et  j>\ 
d'où  %  . 

Faîsonsdeplus    ^ 

{^^^-%>  <*.«)-^i  c^)-^-.  . 

(«3)=%^,etc }(5o). 

Or,  dP  (x ,y')=f'(x,y)  dx+fr  (x.^)  d^z=i; 
<)oac 

dx         fy(.x,y)  W. 
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Cela  posé ,  développant  les  râleur»  de  (f  i) ,  (^0 

en  fonctions  des  différentielles  de  tous  les  ordres  des 
variables  x  et  y,  on  aura  la  suite  d*équations 


dy  ddx 


(^) 


+ë(ë)'. 


>(50. 


3?* 


etc. 


Donc  diOPérentiant  Téquation  (à)  ,  divisant  p|p  tlx  à 
chaque  diff'érentiation ,  et  «ubstituant  successivement 
(jp)  I  (^i)  >  (jPt) . . .  .à  Id  place  des  quantités  respecttves 

^j  -^y  >  \  ■■ . .,  on  n aura  jamais  que  des  équa- 
tions variables  sans  différentielles  à  différentier  ,  ce 
^  qui  diminnera  beaucoup  le  calcul ,  puisque  chaque 
fonction  différentielle  de  plusieurs  termes  sera  remr' 
placée  par  un  seul  symbole  de  variable.  Mais  lorsqu'on 
sera  parvenu  à  la  n^'"'  différentiation ,  si  n  est  Tbrdre 
de  différentielle  que  Ton  veut  obtenir  ^  on  multipliera 
toute  Téquation  par  dx^,  on  substituera  à  (fi)  sa  valeur 
en  fonction  des  deux  variables  (^équat.  (dy] ,  et  on 
mettra  à  la  place  de  (^.,)  ,  (^4) ...  .les  valeurs  respec- 
tives de  ces  quantités  prises  dans  le  groupe  d' équa- 
tions (5i)  ,  ce  qui  donnera  la  différentielle  complète 
de  l'ordre  n  de  l'équation  proposée. 
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Exemple.  Trouver   la   difflérentielle  complète  d[u 
troisième  ordre  de  l'équation"  W  ^  . 

3y*r-  y/x  =  a (e). 

DifFéreotiant  une  première  fois ,  e%  ^visant  par  d[r  ; 

on  a  6y  T^*^"77"^^*^>  ^"  mettant  à  là  place  d« 

-Tz  le  symbole  (f  )  qui  représente  cette  fraction  diffé- 

rentielle ,  il  vient  Gy  (%)  —  — t  =  o»  Diff^rentiant 
cette  dernière  équation  ^  et  divisant  par  lix,  on  a 
^^  "^  +  ^^^^^  +  ~^=*'  ^^  mettant  à  la  place  de 

-^•1»^  leurs  symboles  respectifs  (f,)  et  (^)  ,  il  vient 
S>^  (fi)+^mr  +  -^^=o.   DiiFérentiant  une   troi^ 

iième  fois  et  divisant  par  ^  ^  on  a  Gy  -^  ■  -j-  6(^,)  -^2; 
4-  la  (^)  -^^  —  g.  -j  =  o  ,  et  mettant  à  la  place 

X* 

de  —^^  *  A*    }      levLiÈ  s]rmboIe8  respectifs  (?*) , 

5  1 
(♦)  et  (^0  .  il  vient  6y  (^0  +  18  (^.)  (f  )  —5-^  =  oj 

JElnfin  ^  mettant  dans  cette  dernière  équation  les  va-- 
leurs  de  (^a) ,  C^,)  Cf*^P®  d'équat.  (501  et  celle  dei 

multipliant  la  résiUtacte  par  dx^,  on  aura  Téqui^tioii 
différentielle  du  troisième  ordre 


Digitized  by  VjOOQiC 


7t  CiLctfLS  mttéfktntizh 

5o.  Cepe&d«nt  ttoiif  détona  avover  que  cette  der-« 
nière  manière  de  prendre  la  diFérentielle  d*un  ordi^e 
élevé  d'une  équation  Tariable  ,  donne  un  résultat  plus 
compliqué  que  la  méthode  directe , .  ce  qui  provient 
de  la  ferme  des  quantités'  (^i)  ,  (f  «) . .  4 .  qui  se  com^ 
posent  de  fractions  ayant  au  dénominateur  une  différen- 
tielle élevée  à  la  puissance  marquée  par  Vordre  de 
la  différentielle  du  numéftiteur  ,  â*où  il  euh  que  leurs 
différentiations  successives  qui  serveiit  à  passer  de 
(f  1)  ^  (^0  •  d«  (^)  A  (fs)  •  •  <  •  •  donnent  des  réiglkats 
plus  compliqué^que  les  différentiations jaftMssives  qui 
•'effectuent  sur  des  quantités  qui  n'oaf  a|BRir^i'^*l'*> 
qu'au  numérateur.  Far  exemple  ,  l'équation  (a)  de 
Tarticle  précédent  étant  différentiée*  directement  irois 
fois  de  suite ,  donne  l'équation  différentielle  du  troi*- 
tième  ordre 

qui  est  beaucoup  plus  simple  que  celle  (/}  trouvée 
dans  l'article  précédent.  Cependant  il  est  aisé  de  prou- 
Ter  que  les  deux  résultats  (  /*)  C  *>^*  4.4  3  ^  C^)^  ^^^ 
asticle  sont  identiques.  En  effet,  si  de  la  seconde  d« 
ces  deux  éqflnons  on  retranche  la  première  ,  il  viendra 

3  dbcddx    .    i?^ydy^x       5(rfix)*  ,^yddx_ 
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DiTuant  par  -^— #  on  a 

Or ,  la  dJiFérentielIe  dn  second  otdre  de  l'équation  («} 

[art.  49]  ert  — j— — —  4.  fijdify  +  fidy»,  et  retran- 

,  4*"      ''^'' 

chant  cette  derni^  éqnation  de  la  précédente ,  on  a 

^-6rfy=o,    oa   ^~«ydy. 

qui^est  Véqua^on  ^îfFérentieUe  da  prenûer  ordra  da 
\k  proposée  (c)  tart.  493. 

5*1.  Si  yoalaDt  avoir  la  différentielle  de  l'ordre  m 
d'tuie^  fbnctioii  yariible  de  x  et  y  ,  la  dilFéreiitieUeda 
Tordre  /»  <^  m  de  Vune  de$  devx  variables  était  cons- 
tante (art.  4^),  on  differenderait  de  méqje  qu'il  a 
été  enseigné  à  l'article  49 >  «t  on  substituerait  à  (^,) , 

(^a) les  valeurs  différentielles  qu'elles  ont  d^s  le 

groupe  (5i)  ,  mais  réduites  convenablement  panh^a- 
nouissement  des  différentielles  de  celles  d'unVrore 
moindre  qui  'sont  constantes.  Par  exemple  ,   soit  dx 

ddy  é?y 

constantt,  et  qoi  donne  (fO  î5=  t^  et  (^,)  =3^; 

donc  substituant  ces  valeurs'  dans  Véquatîon  6y  (f») 
-h  i8<p  C^>^~  fl  -T==®  ^*   l'article  49*  «t  mnl^ 

X* 

pliant  par  df^^  on  aura,  toutes  réductions  faites, 

/  iy<Py+%i«f— |-^=o,...(fl), 

f         ^<  a?* 
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ce  qui  est  la  différentielle  du  troisième  ordre  de  Téqu^ 

tion  (e)  ,  article  49  ;  lorsque  dx  est  constante. 

Sa.  Réciproquement  ,  si  étant  donnée  une  équa- 
tion différentielle  d'un  ordre  quelconque  f» ,  dans  la- 
quelle la  différentielle  d'un  ordre  n<^m  de  Tune  des 
deux  variables  a  été  considérée  comme  ôonltante  ,  on 
roulait  avoir  la  même  «différentielle  da  l'ordre  m  de 
Téquation  donnée  qui ,  n  +  p  étant  <  m ,  renfermât 
la  différentielle  de  Tordre  n  +  p  ^e  la  variable  dont 
la  différentielle  de  Tordre  n  avait  d'abord  été  consi- 
dérée comme  constante  ;  alors,  supposant  que  cette  va- 
riable est  X ,  on  diviserait  toute  Téquation  par  dr*", 
ensuite  substituant  les  symboles  (^)  ,  (^i) ....  à  leurs 
valeurs  en  fonctions  différentielles  réduites  convenal)1e- 
Bient  dans  Thypo'tbèse  ie  d'^x  constante  ,  on  remettrait 
à  la  place  de  ces  symboles  ^f  i)  ;  (a^).  . . .  lemrs  valeurs 
différentielles ,  en  les  réduisant  coiwenablement  d'après 
la  nouvelle  condition  qu'il  n'y  a  plus  que  la  diffé- 
rentielle'dé  Tordre  n-f-p  de  la  variable  x  qui  sok 
constante. 

^^e:iremple ,  1  équation  (a)  de  l'article  précédent  est 
dd^isième  ordre  de  différentielle  en  y  considérant  dx 
comme  constante.  Supposons  qu'on  veuille  maintenant 
obtenir  cette  différentielle  du  troisième  ordre ,  en  n'y 
considérant  plus  que  d*x  cpnime  constante  ;  v^ci  com- 
ment nous  opérerons  ce  changement.  Nous'divisons 
d'abord  cette  équation  (a)  [art.  5i  ]  par  djp  j  ce  qui 
nous  donne  celle  *      •  : 

Mais  lorsque  dx  est  constante  ,  le  groupe  (5i)  [art.  49] 

:  donne 
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donne  ^=  (^.)  et  ^^==  (^i)  ;  donc  l'équation  (a) 
peot  être  écrite  sons  laibrme 

^y  (4»0  +6^  («>o  — îï=o. . .  .(6). 
Sx* 

Mais  <2clr  étant  constante ,  le  groupe  d'éqaation  (5i) 

nous  donne  (^0=§-3g.g  +  3g(gy, 

et  (^i)  conserve  la  valeur  qu* elle  a  dans  le  groupe  (5i). 
Substituant  ces  valeurs  dans  Féquation  (b)  ,  et  multi- 
pliant par  dj^,  il  vient 

+Sdyddy £=?, 

ce  qui  est  V équation  demandée. 
53.  Lorsque  dans  une  équation  entre  deux  variables 

F  i^>y)  =  o (a), 

l'une  des  deux  variables ,  par  exemple  celle  x  ,  varie 
uniformément,  je  dis  qu'on  peut  toujours  ramener  sa 
difFérentielle  de  Tordre  m  à  la  forme 

par  des  éliminations  succesnves  de  la  valeur  de  -f- 

obtenue  par  une  première  différentiation.  En  effet^ 
différentiant  1* équation  (a),  on  a 

'd.F(_x,y)=f(x,y)  dx+fCx,y)dy\=:o  (*)  ; 
C)  RcTojez  poux  cel(eBOt«(ioo  Vuûdc  ao. 


Digitized  by  VjOOQiC 


<t  CALCULS  DIFFÉREICTIEL 

d'où  g=:_.^C£^) 

«t ,  abstraction  faite  du  «igné ,  on  a 

Différentiant  cette  dernière  équation^  il  vient 
^=f'(x,y-idx+ffix,y)dy, 

et  substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  -^ 

•  ax 

[[équat.  (c)3,  on  a  ^  en  représentant  tout  le  secpnd 

membre  par  F'  (aj,  jf)  , 

g=F'(x.jy)....(d). 

et  continuant  de  même ,  on  trouvera  que ,  quelle  que 
loit  la  grandeur  de  Tordre  m  de  differentiation  ,  il  sera 
toujours  aisé  de  parvenir  à  l'équation  (&). 

Remarque.  Il  est  clair  que  si  Ton  substituait  dans 
réquation  (h)  la  valeur  de  y  déduite  de  l'équation  (à) 

en  fonction  de  or ,  on  aurait  la  même  valeur  de  -^^ 

qne  si  l'on  avcdt  difTérentié  m  fois  successivement 
i'éqoation  séparée  ^=:  F'  (x)  déduite  de  celle  (a). 
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CHAPITRE  VIL 

Ves  différentielles  exactes  et  inexactes  ;  mOr- 
mère  de  reconnaître  si  une  formule  différent 
tielle  est  dans  le  premier  ou  le  second  cas. 
Démonstration  de  quelques  théorèmes  qui 
nous  seront  très-futiles  dans  le  Calcul  intégral. 

54.  U  NE  quantité  quelconque  qui  a  tou«  «es  termes 
multiplié*  par  des. différentielles  de  variables  équiva- 
lentes en  ordres  ou  degrés,  se  nomme  quantité  m  for- 
mule  différentielle  ;  mais  parmi  les  quantités  différen- 
tielles ,  il  faut  distinguer  les  exactes  et  les  inexactes  • 
les  premières  sont  celles  qui  résultent  de  la  différent 
tiation  d'une  fonction  yariable ,  telle  est  par  exemple 

^ — y^  ^>  parce  qu'elle  est  le  résultat  de  la  différen- 
tiation  delà  fraction  -.  Mais ^Jx est  une  différentielle 

inexacte ,  tant  que  Ton  considérera  y  et  ocr  comme  deux 
variables  distinctes  et  indépendantes  Tune  de  Tàutre 
c'est-à-dire ,  tant  qn  on  ne  pourra  substituer  â  y  une 
valeur  déterminée  en  a? ,  ou  réciproquement;  car  il  a  y 
a  point  de  fonctions  entre  deux  variables  y  et  x  gui 
étant  différentié,  donne  exactement  ydx.  Il  est  donc 
utile  de  pouvoir  déterminer  si  une  quantité  différen- 
vtielle  donnée  est  exacte  ou  non.  C'est  ce  dont  nou4 
allons  nous  occuper  dans  cet  article* 
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âoit  d'abord  la  fonctioa  de  deux  variables  f(x^y); 
on  aum  eo  différentiant 

dPix,y)  =  d'Fix,y)+drFix,y} 
=fix,y)dx+pix,y)dy 
donc 

d^F(^x,y)t=f^ix,y)dx 

et  d/Fix,yy:=:f>Cx,y)  <fy  (artao). 

DifFérentiant  la  première  de  ces  deux  équations  aux 
diGférentielles  partielles  par  rapport  à  ^  ^  et  diiféren* 
fiant  la  seconde  pa;*  rapport  i  :r»  on  a 

{<Pd-F  ix,y)z=zdxdrf  ix,  y) 
et       d'drFix.y)  =  dyd-fy^x.y)} (a). 

Mais  il  est  clair  que  d^éî^F  (x,  jr)=:d*rfyF  (x,^)  , 
puisqu'ilest  indifférent  de  commencer  à  diffétenticr 
par  rapport  à  x  seul ,  et  de  finir  par  différentier  par 
rapport  à  y  seul ,  ou  de  £ure  ces  deux  opérations  dans 
un  ordre  inverse.  Donc  nous  pouvona  égaler  les  seconda 
membres  des  deux  équations  en  (a)  ^  ce  qui ,  en  divi- 
sant les  deux  nombres  de  l'équation  résultante  par  dydx, 
nous  donnera  celle 

ai^=£e^...(5„, 

qui  est  Téquadon  de  condition  ponr  qu'une  fonction 
différentielle  entre  deux  variables  soit  exacte. 

Pour  une  fonction  entre  trois  variables,  que  noua  re-t 
présenterons  généralement  par  F  (^x^y  ^%)  ^  on  a  lea 
trois  équations  aux  différentielles  partielles 

d'F{x,y,  z)=dxf(x,y,  0  ;  d/F(^r,y,  z)=dyf>Ça:,y,  z) 
et  d^F  (^x,y,z)  ^dzf-(^x,y,z). 

Différentiant  la  première  de  ces  équations  pv  rapport 
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iy,  et  entnite  par  rapport  à  s;  la  seconde  par  rapport 
kx  ,et  ensuite  par  rapport  à  z  ;  enfin  la  troisième  par 
rapport  à  x ,  et  ensuite  par  rapport  à^ ,  on  aura 

drd'F  (K,y,z)  =  dxdrf  (pr,y,z) ....  .(a)  ; 
d-d^Fix,y,z)  =  dxd'f'  (x.y.z).. . .  .'(J)  ; 
d'drV  i^^,zy  =  dydfyix,y,z).. .  :  .(c)  ; 
d'dyF  {x,y,z)  =  rfyd^y  (of.^.z), . . . .  (^0  ; 
rf'rf'F  (x,^,z)  ==  <firf^  (r,^,«) .....(«)  î 
«^rf-F  ix,y,z)  =  <i«t/»  (x,^,a) (/), 

Mais  les  deux  premiers  membres  d^s  éqaations  (a)  «t  (c). 
«tant  identiques,  ainsi  que  ceux  des  équation  s  (&)  et(e)  -^ 
et  enfin  que  ceux  des  équations  C<?i  et  C/)  >  on  aura  les 
trois  équations  de  conditioo» 

drf  {x^y,z)  _  d'f  (i,j.,  zj\ 

l^rc  ly,  z^^d-f  i.v,y.  z)l  ' 

ifa  dx  l       ^    '* 

dz  dy      ""^y  •     . 

qui  donrent  avoir  liea  pour  qa*ane  fonction  différent 
tielle  entre  trois  variables  soit  exacte. 

Généralement  pour  toute  fonction  différentielle  entre 

n  variables ,  on  aura —^—^-^  équations  de  condition 

.   qui  feront  connaître  ^  suivant  qu'elles .  auront  lieu  ou 
Bon ,  A  la  proposée  est  exacte  ou  inexacte. 

Exemples  I«.  Déterminer  ji ^^'dx  ~jjx~ jcdy 

est  une  d^érentieRe  exacte^ 
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Le  coefficient/^  (^^y)  d«  ^  «»t  —         ^    ;  celai 

^yx^ — yx 

P  i^>y)  ^6  ^y  ^s*  — y  \  donc  si  la  fraction  pro» 

aV/jT*— xy 

posée  est  une .  différentielle   exacte  ,  on  doit  ayoir  , 

suivant  la  condition  exprimée  par  Téquâtion  (5a) ,  celle 

c'est  ce  qu'on  trouve  être  vrai ,  car  faisant  les  opéra- 
tions indiquées,  on  parvient  à  une  équation  identique 

dont  les  deux  membres  sont  —7^^:^=;. 

II.  Déterminer  si  x*ydx+  y*dx —  x^dy  +  y^dy  est 
une  différentielle  exacte. 

Nous  avons  dans  cet  exemple/^  (^^y)  =  ^  +  J*> 
et  f^  (aï,  y)  =  j^a;  —  «^  ;  [ce^i  donne 

donc ,  puisque  ces  deux  résultats  ne  sont  pas  iden- 
tiques ,  la  formule  proposée  n*est  pas  une  différentielle 
exacte. 

55.  On  opérera  par  des  procédés  semblables  pour 
connaître  si  une  différentielle  d*un  ordre  quelconque  m, 
est  une  différentielle  exacte  de  Tordre  m  — «  1 ,  puis- 
qu*on  pourra  regarder  toutes  les  différentielles  des  ordres 
inférieurs  à  m  et  les  variables  primitives ,  comme  autant 
de  variables  simples  «  et  par  conséquent  on  rentrera  dans 
U  c^  précédent. 
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56.  Une  fonction  homogène  (*)  entre  un  nojubrft 

Quelconque  de  variables  ,  est  égale  à  sa  différentielle 

divisée  par  le  degré  de  cette  fonction ,  en  substituant  aux 

différentielles  des  variables  les-vari4bles  mêmes. 

En  effets  êoitF(^^y,2... .)  une  fonction  homo- 
gène du  degré  n  entre  les  variables  x^y^z »  on 

aura  ,  en  difiFérentiant  y 

d.F  {x,y,z. . .)  :=ifi (:r,y,z. . .)  dx 

+/^ 0^>y>*' •  0 4y +i^ C-^» y>«-  0^21+ etc. . .(a). 

Mais  si  Ton  fait^=ya: ,  z  ds  z'x^ . . . ,  il  eât  cîaîr  que 
X*  sera  Cactçur  de  tous  Tes  termes  àt  F  Oc^y^z, .  .)* 
et  que  tous  les  termes  du  second  membre  auront  8eu<- 
lement  pour  facteur  commun  x"'^ ,  p^ce  que-  dx , 
«^  t '=  ^  (yj^)3  >  ^  C=  ^  (^^)3  ^°^  diminué  l'ex- 
posant de  X  d'une  unité  ;  on  aura  donc  Téquatiôn  (à) 
qui  deviendra 

Or 

d.yxz^ydx^^xdy ,  d.z'x^szz^dx  +  xJz.',  etc. 
Ainsi  eiFectuant  les  multiplications  y  et   ne   prenant 


(*)  13  ne  fonctîoa  variable  est  homogène ,  loTsqa^  la  tonuiie  det  expow 
sans  Tariables  est  la  même  dans  tona  lei  urmcs.  La  somme  des  expo« 
•ans  «e  nomme  le  degré  de  la  fonction  homogène .  Aioti  ax'^fz-hèfxf 

^       V^-/*      i/î^^        l/^-:r". 

ibnctions  homogènf  s  des  Tariables  x,jr  yZ,Le  degré  de  la  première 
est  6;  cdui  de  la  seconde  eêt6-^^=^;  celui  de  la  troisième  est 
1)  —  3:=o  on  nnl;  enfin  le  degré  de  la  quatrième  formule  esC 
9  —  S  :sB  —  I  >  c*est-à-<yr«  qae  k  degré  tie  cette  dernière  iounulo 
luMBOgèQ4  «et  n^gaii^ 
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que  les  termes  affectés  dé  dx  (tour  avoir  seulement  la 

différentielle  partielle  de  F  (x,^,z. . .)  en  3;,  on  aura 

J'FCx.j',*....)— «^-a^'FCy,*'-..),  on      ■ 
fix—F  (y,  a'. . .  .')dx—f'  (/ia'. . . .)  x"— «fa 

■i.  .  dx    .,     , 

et  divisant  par —  ,  u  vient 

nx'F  o',  2' . .  0  ^/^  cy,  »'...).«■+/''  (y,  a'...)x-y. 

-»-/•  cy»  »'..••)  Jc"a'  +  etc . . . . (c). 

Mais/  ='2^,  fc'  =  -i.....,tfoù  £c"y  =35^0^-% 

crV  =sftr»-"'. . .  ; doi^LC  rentrant  x*  4aù»F  (y ,z'. . .)  , 
ce  qni  réduit  cette  fonction  à  son  état  primitif 
P (a:,  jr,  «....):  de  même  rentrant  a:""*  dans  les 
fonctions  partielles  du  second  mem]!>re  de  )*équatioii 
(  c  }  ;  enfin  divisant  les  deux  membres  par  n^on  a 

/*(3g,y»g-0^4/y(j?,j^>g»-0y+f(j^>y>^-'>+etc  ^^^^ ^ 

ce  qu^il  fallait  démontrer. 

Ce  théorème  nous  sera  de  la  plus  grande  utilité  dans 
le  Calcul  intégral. 

*-  57.  Une  fonction  différentielle  de  F  ordre  m  étant 
complète  et  exacte  ,  peut  toujours  se  ramener  à  une 
simple  fonction  différentielle  du  premier  ordre  et 
exacte,  en  ne  prenant  dans  la  formule  donnée  que  les 
termes  affectés  de  la  différentielle  de  tordre  ia  d'une 
seule  variable ,  et  y  substituant  à  la  place  des  différen-^ 
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iielles  dum^*^  ordre  des  variables,  celles  du  pre^ 
mier  ordre. 

En   effet ,  «oit   U  =  F  (x,  j^,  z )  ,  d'où 

dU=f'Vdx+jyVdy+fVdA+etc.  Or,  U  est  clair 
qae  dans  led  difterentiationa  successives ,  en  ne  prenant 
aucune  différentielle  comme  constante^  on  aura  dans  l'ex- 
pression de  la  différentielle  de  Tordre  m  de  U,  les  termes 
f^d^xjnjd^y,  f  tJJ»». . . ,  puisque  d'^'dU  ouiM U 
=s=:  rf-^'  .f'Vda^+dr-^ .  pVdy  +rf*-t  .fUdz  +  etc.  ; 
mais  f'V  et  dx  étant  deux  variabfea ,  on  a  d'après  la 
formule  (48)  [art  44]  , 

d'^-KfVdx^fVd'^'dx  +  etc.  =/>Ud-x  +  etc. 

On  aura  des  résultats  analogues  pour  d^^^p^  t 
d'^-'f^Vdz.... Donc 

+f'(.^^.^''Ody+etc.+f(x,y,z...)d^z+etc.^'etc: 

et  par,  conséquent  ne  prenant  que  les  termes  qui  êe 
trouvent  dans  cette  équation  en  j  fmsant  m  =  1 ,  on 
aura  l'équation  différentielle  du  premier  degré  d'où 
dérive  la  proposée  après  m  —  1  autres  différtntiationa 
successives ,  qui  sera 

^'^ix,y,z. . .)  =/*  (x,  y,». .  0  dx 
^^'f^i^,y>^'^')dy+f-(x,y,z...^dfi  +  ttc., 

ce  qu'il  fallait  démontrer,  et  qui  est  fort  utile  dans  le 

Calcul  intégral. 

Ainsi  dans  la  formule  (/)  de  l'article  ^9  >  ne  prenant 

,  que  les  deux  termes  affectés  de  d^y  etded^x ,  et  sulisti- 

tuant  à  la  place  de  ces  différentielles  du  troisième  ordre, 

'  dx 

celles  du  premier  dyetdx,  on  aura  fiyrfy  —  — —  =  o  ^ 

qui  est  la  différentielle  du  premier  ordre  de  l'équation 
(a)  du  même  article» 
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CHAPITRE  VIIL 

application  4^  Calcul  différentiel  à  quelques 
question^  importantes  â Analyse  algébrique 
'que  la  simple  Algèbre  ne  résout  pas  géné-^ 
ralement. 

5S.  Problème.  iJt'îtMLVi^^Vi  si  une  formule  donnée 
^ntre  deux  variables ,  est  fonction  dune  autre  formule 
indiquée  entre  lesTnêmes  variables, 

SOLUTIOM.  Soit  F(a:,j^)  la  formale  donnée  ,  et 
fÇx^y)  la  formule  indiquée.  U  est  clair  que  si  la 
première  de  cet  formules  est  fonction  de  la  seconde  ^ 
on  aura^  en  faisaot  pour  abréger»   . 

réquation  F  (x,jr)  =  fi&^  donc  d.Y{x ^y)  ou 

JP'{x,y)dx  +  ^  (w ,y)dy  =  d.<f:^^qfzdz. . .  .{b^  ; 

?lnais  différentiant  Féquatbn:  (v)  ^  il*  lûent* 

dz^f*ix,y^dx:^fy(,x,yydy, 

«t  substituant  cette  valeur  de  dz  dam  l'équation  (6) ,  on  « 

T%x,y')dx+Vr(xy)dy=^'zf^{x,y)dx+(p'zpÇx^ 

équation  qui  nepeut  avoir  lieu  qu'en  tant  qu'on  a  en  même 
temps  F'(x,^)  —<tfzfix,y)  et  F/(x,jy)=f'z/'/(x,^). 
Multipliant  ces  deux  équations  en  sautoir,  et  divisant 
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les  deux  membres  du  produit  par  (p'z  ^  on  a  réquation 
de  coiidition 

F'(^,>)f''(x,jy)  =  F/(x.j^)/-(x,jr)....(55), 

qui  sera  satisfaite  si  F  (x,  jr)  est  réellement  fooo 
tionde/Cx,jf). 

ExEiMPLE.  Déterminer  si  (aV  +by  )(ax  +  by)-* 
estfoTtetion  de  a*x*  +  b*y*  —  abxy. 

Représentant  la  première  de  ces  deux  formules  par 
F (x, y)  ,  et  la  seconde  par/(x,  jr),  on  a ,  après  les 
dilFérentiations  elfectnées, 

„,  ,  ^       aa*x3  4-  So^tyx*  — abY 

f'ix.y^-^i^c^x-^aby  ety>  (x,^)=flA^— tf&c. 

Substituant  ces  râleurs  dans  Téquation  da  condition 
(55)  j  on  a  ^  toutes  réductions  faites ,  une  équation  iden- 
tique ayant  chacun  de  ia%  deux  membres  =  a^b*j?y 
+  Ga363y^_  a^5y4_  jj^t^  ^  a*Mxy3  ;  donc  la 
première  des  deux  formules  proposées  est  fonction  de 
la  seconde. 

Bg.  11  arrive  souvent  qu'une  fraction  dont  les  deux 
termes  sont  affectés  d  uiie  même  variable  x,  se  réduit  à 
la  fraction  vague  |'loTsqa*on  donne  a  x  une  certaine 
valeur  que  îe  représenterai  toujours  par  a  y  quoiqu'elle 
puisse  avoir  dans  cette  même  bypotbèse  de  x  =:  a  une 
valeur  significative  et  finie  ;  cela  arrive  lorsque ,  comme 
on  l'a  déjà  vu  en  algèbre  y  les  deux  termes  dé  la  fraction 
variable  ont  un  facteur  commun  qui  9%  réduit  à  zéro 
lorsqu'on  fait  x  =  a.  Ainsi  réduisant  la  fraction  à  sa 
plus  simple  expression  y  se^  deux  termes  sont  délivrés 
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du  facteur  commua  qui  s'évanouit  lorsque  Ton  fait  xtrrtfj 
et  par  conséquent,  d'après  cette  dernière  hypothèse,. 
la  fraction  réduite  â  sa  plus  simple  expression ,  ne  de- 
vient plus  f ,  mais  ce  qu'elle  est  réellement  pour  la  va- 
leur a  de  X.  Telle  est  la  méthode  qu'enseigne  Talgèbrc^ 
Par  exemple,  soit  la  fractioli 

B(a:*— a*)»    ^^^ 

qui  se  réduit  à  |  lorsque  xt=:ia.  Mais  on  enseigne  e» 
algèbre  que  généralement 

donc  la  fraction  proposée  devient 

B(x— a)*  (x»-»  +  ax»-\. , .+  a«-» /  '  '  ' ^^* 

Or,  il  peut  arriver  quep=<7,oup>7,,ou-p<7.  Dan*. 

Afx"~*     -f-a^^O 
le  premier  cas  la  formule  (A)  devient  «^^   ."    .    »  •;t  *». 

771      ^V 

et  faisant  x=a,  elle  se  réduit  à  —  .  «-a"""". 

Mais  sip><y  ,  alors  la  fraction  (i)  ayant  pour  fâc- 

A 

teur  «■  (  X  —  a  y  "^,  se  réduit  à  zéro  lorsque  a;  =  a.   , 

Enfin,  si  p<^ç ,  la  fraction  (fi)  ayant  pour  facteur 
7 rr-r  se  réduit  à  ^  lorsque  x  =  a. 

6o.  La  méthode  purement  algébrique  que  nous 
venons  d'employer,  s'applique  très-aisément  à  l'exemple 
précédent,  parce  qu'on  sait  déjà  que  le  diviseur  de  la 
différence  des  mêmes  puissances  de  deux  racines  est  la 
différence  de  ces  racines.  Mais  dans  beaucoup  d'autres 
cas  où  on  aurait  à  traiter  une  fraction  dont  les  deux: 
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termes  s'éranouissent  simaltanément  d*aprèd  une  cer- 
taid^  yalenr  donnée  à  la  variable ,  il  serait  tirès-diJEcile , 
ainsi  que  nous  le  verrons  bientôt ,  de  pouvoir  se  servir 
de  la  méthode  précédente.  Heureusement  que  le  Calcul 
différentiel  va  nous  c(5bduire  à  des  moyens  beancou]^ 
plus  simples^ 

Fx 
Si  dans  la  fraction  -j-  ,  que  nous  supposons  deve- 
nir -1    lorsqu'on  fait  X€=za ,  nous   substituons  à  x  la 
quantité  x  +  ^^  >  alors  la  fraction  proposée  devient , 
d  après  le  théorème  de  Taylor  (art.  38  )  , 

^      ,    dfx  ^      ,   ddfxAx*   .    c^/x,Ax»    ,     ,    ^  ^' 

-  .      ^  rfFx        -,,        if  Fx        _^ 
ou  faisant  -j —  =2  g  x  ,   --7-j-  =  F^x ,  et 

U-^^zzf'x ,  «-^=/*x ,  la  fraction  (a)  se 

change  en  celle 

Fa:J+  F'xAx  +  F'x  —  +  F*-c  ^  +  etc. 

a     '           a.3  •  ^.^ 
^ r. {J>j» 

Maïs  Fx  et/x  se  réduisant  simultanément  à  zéro  lors- 
que x  =  a  ,  cette  dernière  fraction  (jb)  Sevient,  après 
avoir  divisé  haut  et  bas  par  Ax , 


rx  +  F'x  —  +  F^x—^  +ctc. 
a  a.^ 


.(0, 
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laquelle  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  va- 
leurs de  Ax,  aura  encore  lieu  lorsqu'on  fera  Ax=  o  , 

ce  qui  réduit  la  fraction  précédente   à    celle  -^7- 

€pn ,  en  faisant  x  ==  a ,  donnera  la  vraie  valeuB  de 

l?x 

-T-  9  correspondante  à  cette  même  valeur  de  la  va-* 

riable  x» 

Mais  si  par  la  supposition  de  x= a,  les  quantités F'a: 
et  fx  s'évanouissaient  encore  simultanément  comme 
les  primitives  Fx  et^i  ,  d*où  elles  dérivent  respecti- 
vement,  alors  la  fraction  (c)  n'ayant  plus  au  numé- 
rateur et  au  dénominateur  que  des  termes  affectés  de 

hx 

— ^  on  pourra  diviser  haut  et  bas  par  cette  dernière 

quantité ,  et  il  ne  restera  que 

F'x  +  F^JC^  +  etc. 

_— — — . , . . ,  .(d). 

/''x+y^x-y+etc. 

6ette  fraction  devant  avoir  lieu  indépendamment  de» 

valeurs  de  Ax ,  peut  être  prise  dans  le  cas  de  Ax  =:=  o  » 

F'x 
ce  qui  la  réduit  à  -^v-  7  ^t  si  cette  dernière  quantité 

ne  devient  pas  |  lorsque  x  =  a ,  elle  donnera  pour 
cette  valeur  de  x  celle  demandée  de  •^.  £n&n  gé- 
néralement si  Fx ,  F'x F'^x  et  /c,  fx /■•'jî 

s'évanouissent  simultanément  lorsqu'on  fait  x  =  a  ,  la 

Fx 

valeur  de  -7-*  sera  donnée  pour  cette  même  valeur  a  de  ;b 
fx 

par  la  fraction  w^,t^,y    >  lorsqu*on  y  fait  x  =a. 
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f^onc ,  pour  déterminer  la  valeur  d'unefraction  doiù 
les  deux  termes  variables  s'éuanouissent  simultanément 
d'après  une  certaine  valeur  donnée  àiavariable;  diffé-^- 
rendez  séparément  le  numérateur ,  divisez  les  deux 
termes  par  la  différentielle  de  la  tiariable ,  et  faites 
ions  la  frçction  résultante  ,  la  variable  égale  à  la 
quantité  qui  réduisait  la  proposée  à  la  fraction  vague  | , 
ce  qui  donnera  la  valeur  demandée.  Mais  si  cette  frac^ 
tion  se  réduit  encore  à  |  dans  le  même  cas  que  la 
fraction  donnée ,  opérez  sur  la  seconde  fraction  comme 
iur  la  première ,  et  la  troisième  fraction  trouvée  don-* 
nera  la  valeur  demandée ,  en  y  substituant  la  valeur 
de  la  variable  qui  a  réduit  les  deux  précédentes  à  |. 
Continuez  à  opérer  de  même  sur  chaque  fraction  trou-^ 
vée  tant  que  celle-ci  éprouvera  dans  la  même  circons^ 
Umce  la  métamorphose  des  fractions  précédentes;  et 
enfin  vous  vous  arrêterez  à  la  fraction  qui  donnera 
une  fonction  significative  de  la  valeur  donnée  à  la 
variable. 

Exemples  I.  Soit  proposé  de  trouver  la  valeur  de 

t  /•  ,.  X  i/S*^  —  «x^  —  ax  l/a*x  ,  %  ^  u 
éa  fraction  — i — zi lorsquonfaa 

a— V^âx»" 
x=  a ,  ce  qui  donne  par  la  substitution  immédiate^. 

Djfférentiant  séparément  les  deux  termes  de  la  ftafi? 
tàçn  proposée,  il  yient  la  formule 

{lav^a^x^  ry--^^\l(y^ 

qnî  ,  lorsqu'on  fait  x  =  a ,  se  réduit  à  |^  o^.  Tellt 
est  donc  la  valeur  de  la  fraction  proposée  Correspon- 
dante à  celle  a  de  X  qui>  avant  la  difiërftjitiation^ 
tédoisait  cette  fraction  à  celle  v. 
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II.  Soit  encore  la  Fraction ii  qui  se  rédoit 

à  I  lorsqu'on  fait  a;  =:  i. 

Différentiant  hapt  et  bas  séparément,  et  suppri- 
mant !e  facteur  dx  commun  aux  deux  termes,  il  yient 

x[x'(i  +  lx)—i']  ...  ,   ^  , 

— !» — i — • qui  se  rédmt  encore  à  f  lors- 

X  ^^  X 

que  X  =  1  • 

Différentiant  donc  encore  la  dernière  fraction  trouvée 
comme  la  proposée ,  om  a  —  x(i-|-Zr)  C(^+*(^+^)3 
qui  se  réduit  à  —  a  lorsqu'on  fait  x  =  i . 

in.  Soit  enfin  la  fraction  «'"^^ +  «m  G^-^)  ; 
cos(^7r  —  x) — cos^TT 

dans  laquelle  w  représente  le  rapport  de  la  circonfé- 
rence d*un  cercle  à  son  diamètre ,  ou  la  longueur  de 
la  demi  -  circonférence  d'un  cercle  dont  le  rayon  est 
Ji'unité  ,  et  qui  se  réduit  à  ^  lorsqu'on  fait  x  =  ^  ^. 
Différentiant  séparément  les  deux  termes  de  la  frac- 

11      — C0S(4^T  — x)      ,.  /j    .^ 

tion  proposée ,  on  a  celle     .    ^,  r. z^  qui  6e  réduit 

à  cot  2  4r  ou  1  «  lorsque  — . 

6i.  Cependant  la  règle  précédente  est  en  défaut 
lorsque  la  fraction  proposée  est  affectée  de  quantités 
radicales  qui  s'évanouissent  d'elles-mêmes  lorsque  Ton 
fait  la  variable  égale  à  la  quantité  qui  réduit  la  proposée 
à  f  ^  car  la  différentielle  de  toute  quantité  élevée  à  une 
puissance  fractionnaire  ,  est  toujours  affectée  de  cette 
même  quantité ,  puisqu'elle  s'y  doit  trouver  avec  son 
exposant  diminué  d'autant  d'unités  que  Von  y  a  opéré 
de  différentîations  successives,  et  que  la  différenbe 
d'une  fraction  numérique  à  un  nombre  entier  ne  peut 
jamais  être  nulle, 

Maig 
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Mais  ne  considérant  d'abord  que  le  cas  on  les  ex- 
posans  fractionnaires  sont  les  mêmes  pour  tous  les 
termes  de  la  quantité  proposée ,  nous  allons  voir  qu® 
les  méthodes  dont  il  faut  se  s'ervir  sont  ,  à  quelques 
modifications  près  qu'exigent  les  différentes  circons- 
tances que  nous  examinerons.,  semblables  à  celle  en- 
seignée dans  Tarticb  précédent. 

f  Fa;  V 
6a.  Soit  la  fraction  ^ — ,  dans  laquelle  Fx,/jc 

représentent  des  polynômes Tationnels ,  et  —  une  quan- 
tité fractionnaire  irréductible.  Si  nous  supposons  que 
la  fraction  proposée  se  réduit  à  |  lorsque  or  =  a ,  nous 
devons  en  conclure  qu'elle  éprouverait^  la  même  réduc- 
tion si  elle  n'était  pas  ^{fectée  de  l'exposant  fraction- 
naire >r-.  Aiiwâ  p  il  faut  pkercher  sa  valeur  pour  le  cas 
eà  étaiit  ratloniielle ,  on  y  ferait  x = ^z  {  art.  60  )  :  eu- 
suite  la  ^fraction  proposée  ii'étant  que  la  puissarfbe  -^ 
de  celle  qu'on  a  traitée  ,  et  par  conséquent  le  résultat 
chercbé  n'étant  aussi  que  la  puissance  —  de  celui 
trouvé  ,  il  fafllra  donner  à  ce  dernier  résultat  Texpo-» 
sant  fractionnaire  — de  la  quaatité  donnée. 

Par  exemple  ,  si  la  fraction  proposée  est  = ^-^^ 

fopère  suivant  la  règle  enseignée  à  l'article  60,  sur 
la  fraction  rationnelle  3 ;  que  je  trouve  être  égal« 
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A I  a  lorsque  jr  =  a  ;  &oà  je  conclus  que  la  firaC'*» 

s 

tion  proposée  est  =  (|a)^  dans  le  cas  particulier 
de  x=sa* 

63.  Si  une  telle- fraction  était  mnltiplîée  par  une 
atitrje  fraction  variable  qui  ne  se  rédnkait  pas  à  ^  ea 
faisant  x  =  a^  il  ne  faudrait  opérer  par  lé  csdcul 
différentiel  que  sur  la  première  de  ces  denx  fractions , 
et  faire  seulement  la  substitution  de  a  à  la  place  de  x 
dans  la  seconde^  ce  qui»  au  reste ,  a  également  lieu 
pour  le  cas  traité  à  FarticTe  60 ,  et  à  tous  ceux  que 
no«s  trailerone  dans  la  suite.  

-  «cil,  parex^nple,  la  fraction  ^^"^^^KgZ^ 

qui  8é  téd^sît^à-  -,  ou  plutôt  à  -,  -  lorsque  x  =  a. 

Opérant  donc  seulement  sur  la  fraction  radicale ,  {• 
trouve  par  la  règle  enseignée  dans  Tartide  précédent , 

qu*eUft  se  réduit  à  ^  |X  =-  lorsque  x  =ss  a  ;  donc 

cette  même  Taléor  de  x  réduit  la  fonetmiipropoeéa 

64.  Examinons  maintenant  le  cas  oà  le  numérateur 
et  le  d^énonûifeteur  de  la  fraction  pro|(Aisée  se  .com- 
posent de  pli^ieurs  termes  variables  affectés  du  même 
exposant  fractionnaire ,  fet  qui  s'évanouissent  simultané- 
ment en  donnant  une  certaine  valefir  àia  variable. 

Soit  représentée  une  telle  fraction  par  la  général» 

ht  m_ 

(Fx)^-*-(<>x)"  -fetc.  r^j 
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^e  nous  supposons  se  réduire  à  celle  |  par  la  subeti' 
tudon  immédiate  de  la  valeur  a  de  x. 

Substituant  à  la  pimoé  de  x  la  quantité  x -)-iAx,  k 
cbéorème  de  Taylor  donne 

Ht 

— MM^— *—     I     I  I     II  I    m  I 


I 


nais  lozsqae  X  =  a^  on  a 

Fx^o,    ««x  =  o....^=ro,    fr=zo....; 

donc   la   fraction  précédente  se  réduisant  aux  seuls 
termes aCectésde  Ax ,  en  aura.,  en  dimanthauC  et  bat 

m 

p«r  Ax'',  1»  fraction 

m  2, 

m  m. 


qui,  devant  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs    de- 
àx  y  et  par  conséquent  pour  Ax=?o ,   se  refait  dans 

7- 
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ce  cas  à  ' 


.(c). 


Si  tous  les  termes  de  b  fraction  (c)  s'éyanonissent 
simultanément  en  faisant  x=  a ,  alors  la  fraction  (A) 
se  réduisant  aux  termes  affectés  de  Ar  ^  deviendra ,  en 

m 

divisant  les  deux  termes  par  f  — )  »  «t  faisant  dans  U 
fraction  résultante  Ax  =  o  ^ 
m  m 


....(e)  ^ 


et  ainsi  de  suite.  D*où  nous  conclurons  la  règle  générale  : 


Differentiez  séparément  les  quantités  sous  leurs 
posons  fractionnaires ,  sans  aifoir  égard  à  ces  ejcpo^ 
sans  ;  n  écrivez  pas  la  différentielle  de  la  variable  ,  et 
faites  la  variMe  égale  à  la'quaniité  qui  a  réduit  la 
propoàie  à  ly  ce  qui  donnera  le  résultat  demande.  Si 
par- la  substitution  de  la  valeur  en  question  de  la  i;a- 
nab/e,  une  panie  des  termes  de  la  fraction  résultante 
s\vanouit  et  les  autres  ne  s* évanouissent  pas,  il  ny 
aura  rien  à  changer  dans  ce  re:^ultat  :  mais  si  tous  Us 
termes  dfi  la  fraction  résultante  €* évanouissent  encore 
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A*(xpres  la  valeur  de  la  variable  qui  a  fait  évanouir 
tous  les  termes  de  la  proposée ,  vous  opérerez  sur  la 
dernière  fraction  trouvée^  comme  sur  la  primitive,  et 
ainsi  de  suite ,  jusqu'à  ce  que  vous  parveniez  à  une 
fraction  variable  qui  ne  se  réduise  plus  à  | ,  d'après 
la  même  valeur  particulière  de  la  variable  qui  a 
opéré  une  telle>  transformation  dans  les  fractions  pré" 
cédentes. 

Exemple.  Soit lafraction  y"^—^ Hi^V C«— ^)^ 

qui  se   réduit  à   f    lorsque    x  =z  a.    Différentiant 
sous   chaque   radical  ,   et   n'écrivant   pas    dx  ,    j'ai* 

3*  -^— — ^  qui  se  réduit  a  — ^ lorsque 

— i  +  1/3j5*  1— |/S? 

65.  Si  les  termes  radicaux  ne  s'évanouissent  qu'en 
partie  par  lattupposition  de  xz=za,  et  si  la  fraction 
proposée  se  réduit  à  |  par  le  concours  de  plusieurs 
termes  qui  se  détruisent  mutuellement  lorsque  x=a^ 
alors  ^  par  les  développemens  des  fonctions  variables 
«ous  les  radicaux  suivant  le  théorème  de  Tcylqr^  et 
ensuite  par  le  développeiçent  des  puissances  faction-» 
naires ,  il  est  clair  que  tous  k^  termes  de  la  fraction 
proposée  se  retrouveront  dans  ces  développemens ,  et 

(*)  J'ai  cboiâi  cet  exemple,  parce  que  le  résultat  peat  aisément  se 
^rifier  par  la  méthode  algi^rique.  En  effet,  divisant  les  deui 

termes  dt  la  fraodon  proposée  par   ^a  —  x,  elfe  se  réduit  ^  celle 
: 3 

^  qui ,  lorsqu'on  fait  x  =  « ,  donne  le  même 

j  —  l/tf»  -4-  <ijc  -4-  X» 

mnltat  qoe  celoi  xxowié  pt^céd<miaeBt  ptu:  le  calcul  différentiel» 
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puijqu*ils  s^érauduiMeut  daos  le  cas  de  x^za, il &a"« 
dra  les  effacer;  il  ne  restera  donc  plus  alors  que  de» 
termes  multipliés  snivapt  les  puissance»  ascMidaates  de 
àx,  depuis  la  première.  Ainsi  divisant  haut  et  bas  par 
Ax,  et  faisant  dans  le  résultat  àxxn^o,  on  aura  des 
termes  qui  na  s*évanouiront  pas  par  la  valeor  a  dea; , 
et  qui  dépendront  de  ceox  qui  sont  dans  le  même 
cas  dans  la  fraction  proposée.  Enfin  Ton  aura  d'autrel 
termesqui  seront  eux-^nêmes  fractionnaires ,  ayant  pour 
dénominateur  quelqu'un  des  termes  de  la  proposée  qui 
«^évanouissent  lorsqu'on  fait  x=o.  Ainsi  tous  les  autres 
termes  de  la  fraction  trouvée  s'évanouiront' par  la  ré-t 

•duction  au  même  d&iomiaateur ,  et  l'on  rentrera  dans 
le  cas  traité  à  l'article  63  ;  d'où  il  est  aisé  de  conclure 
que  cette  mamere  d'opérer  se  réduit  à  la  rè^  sui- 
vante :  A^e  J^éreitiiez  dans  le  numérateur  et  ledéno" 
minateur  de  la  fraction  proposée ,  que  les  termes  qui 
s'évanouissent  d'eux-ménKs  par  une  certaine  valeur  de 

^  la  variable,  et  veu^  aureM  une  houuelf^  fraction  qui 
sera  de  la  fr>rme  de  celles  traitées  à  Particle  65 ,  et 
dont ,  conséquemment ,  vous  évaluerez  aisémeni  k^ 
valeur  particulière  correspondante  à  celle  de  la  variable 
qui ,  parsasubstitution  immédiiite^  réduisait  la  fraction 
proposée  à  la  vague  ^. 

Exemple.  Soit  la  fraction 

\/jc^  +a—  y/g'  +  a;+  \/a*—a^ 

qui  se  réduit  i  |  lorsque  x=sa ,  parce  que  les  deux  termes 
du  numérateur  qui  ne  s'évanouissent  pas  d'eux-mêmes 
pour  cette  valeur  particulière  de  x,  se  détruisent  récir 
^roquement  »  et  que  cett^  même  valeur  de  x  fait  éva- 
nouir tous  les  autres  termes  de  la  fraction.  DifTérentianf 
donc  séparément  le  numérateur  et  le  dénominateur  par 
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rapport  aaz  dénis  termes  qui  s'éTanouissent  dNenx-mêmes 

lorsque  :?=  a,  il  vient  =-  X      .k     n     , ,  fraction  qui 

se  réduit  à  ;  lorsque  x=saj  mais  sa  foime  étant  sem- 
blable à  celle  des  quantités  considérées  à  l'article  63, 
on  trouvera ,  en  la  traitant  cpmme  il  a  été  enseigné 

à  cet  article ,  qu'elle  se  réduifWly^  =-  lorsqu'on 
fait  X  =  a* 

66.  Si  la  fraction  proposée  se  compose  de  termes 
tous  élevés  à  des  puissavcee  frSFctionnaires  diSerentes  ^ 
et  qui  s'évanouissent  simoltanéraent  par  une  certaine 
valeur  de  x ,  il  est  clair  qu'une  telle  fraction  ne  pourra 
se  r^di\ire  à  uq«  expression  finie  de  la  valeur  donnée 
à  la  variable ,  puisque  Ibs  coefficiensde  Ax  seront  eux- 
mêmes  divisés  par  les  termes  correspondans  de  la  frac- 
tion proposée  avec  des  exposan»  difTérensi  et  dont  on 
ne  pourra  jamais  les  délivrer  d'une  manière  favorable 
à  la  réduction  à  une  fonction  s^nificativ«  et  finie  de 
la  valeur  particulière  de  la  variable  qui ,  par  une  substi- 
tution immédiate^  réduisait  la  proposée  à  l'expres- 
sion |. 

67.  Mais  il  en  est  autrement  pour  les  fractions  qui 
ne  se  réduisent  à  |  que  putc«  qrte  leurs  termes  affectés 
de  radicaux  dilTérens  »  se  détruisent  mutuellement  en 
donnant  à  la  variable  uae  valeur  particulière,  sans 
fi' évanouir  d'eux-mêmes  ,  puisqu'alors  les  coefficiens  de 
^X  n'ont  plus  de  dénominateurs  qui  s'évanouissent. 
Ainsi  ,  il  est  aisé  de  voir  que  les  coefficiens  de  àx 
n'itant  que  les  diffères tiell es  des  termes  de  la  propo- 
sée ,  divisés  par  dx,  il  ne  faudra  que  diifé^entf er  sc^ 
parement  le  numérateur  et  le  dénomiaatgiir  de  la  frac- 
lion  proposée  y  en  n'écrivant  pas  <ir  ^  et  à  faire  dfus 
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!a  fraction  résultante,  la  variable  égale  à  la  yalenr  qnî 
a  réduit  la  proposée  a  | ,  ce  qui  est  la,  même  règle  que, 
celle  prescrite  à  l'article  60. 

Exemple  Soit  la  fraction 

V^a*r*+iJR:*—  V/i5a*x«+ 170x9 
qui  se  réduit  à  ^  lorsque  x  r=  a. 

Différentîant  le  numérateur  et  le  dénominateur  sansi 
écrire  dx ,  il  vient  la  fractionr 


6fl'x^-h45Q^x*  90g^x^+  i55gx^ 

4.  5 

4  V/(a*^+  i5a^x^)^      5 |/(i 5a*x^+  170x9)* 

qui ,  en  faisant  oî  =  a ,  se  réduit  à  g-^-* 


CHAPITRE  IX. 

De  la  méthode  clés  maximis  et  minimis. 

68.  1^1  une  variable  y  de  laquelle  dépend  une  fonc-^ 
tien  variable ,  après  avoir  augmenté  successivetfient , 
diminue ,  l'état  de  sa  plus  forte  grandeur  ,  qui  est  celui 
où  la  variable^  passe  de  son  accroissement  à  sa  dimi- 
Bulîon^  «'appelle  Tnox/mum  ;  et  réciproquejçDent ,  si 
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^eette  variable  y,  après  avoir  diminué  successivement» 
apgmeote,  l'état  de  la  moindre  erandeur,  qui  est  celui 
où  e])e  passe  de  sa  diminution  a  (on  accroissement  um 
nomme  son  minimum* 

Nous  appellerons,  jwur  abréger,  ceg  deux  états  do 
grandeurs  considérées  ensemble,  extrêmes  grandeurs. 

Les  moyens  qu'emploie  l'analyse  pour  déterminer 
les  maxima  et  minima  ou  extrêmes  grandeurs  de» 
fonctions  variables ,  sont  compris  sous  la  dénomination 
de  la  méthode  des  maximis  et  minimis.  C'est  de  cette 
méthode  dont  nous  allons  nous  occuper. 

69.  Soit  yz=Fx. . .  .(a) , 

€t  cberchoni ,  1**.  la  valeur  qu'il  faut  donner  a  la  va- 
riable X  pour  que  sa  f onction Jfcoit  d'une  extrême  gran- 
deur; 3*^.  les  conditions  nécessaires  pour  que  la  fonction 
variable  y  soit  susceptible  ae  devenir  d'une  extrême 
grandeur  ;  3^.  quel  est  celui  des  deux  états  d'extrêmes 
grandeurs  qu'a  atteint  la  fonction  y  de  x ,  lorsqu'on 
a  donné  i  cette  dernière  variable  la  valeur  conve- 
nable pour  que  sa  fonction  y  soit  un  maximum  ou  un 
minimum. 

Représentons  pary  ce  que  devient  jf  ou  Fx  lorsque 
X  augmente  de  la  quantité  Ar  ,  et  par  'y  ce  que  de- 
vient j^  lorsque  x  diminue  de  la  quantité  Ar.  On  aura 
fîonc,  d'après  le  théorème  de  Taylor  (art.  38)  , 

'yi     ^       dx       ^  do^    a        dx<fl.3 

le»  signes  supérieurs  pour  y,  les  inférieurs  pour  'y  , 
€t  Lx  étant'  pris  assez  petit  pour  que  chaque  terme  de 
|a  suite  (&) ,  à  partir  du  second  ^  soit  plus  grand  que 
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la  sdmme  de  tons  les  autres  »  ce  qui  peut  touyoun  m 
faire  (*).  Or,  il  est  éirifleiit  que  la  fonction j'  ne  peut 
éttt  d'une  eztréaie  g;andeur ,  et  par  conséquent  plua 
gnmde   que  celles  y  et  y ,  ou  plue  petite  que  cet 

.  mêmes  quantités ,  tant  que  h^  âx  sera  une  quantité 

dv 
différente  de  zéro ,  puisque  n  -^  àx  aya^  mie  yalenr 

significative,  la  quantité  y  se  trourerait  comprise  entre 

cellesy  ==y  4-  ^  Aa:^-  etc.  et  y  r=y  —  ^  Ax  +  etc. 

n  faut  donc  pour  que  y  soit  d*une  extrême  grandeur  » 

que  ^  Ax=s  ô,  équation  qui  ne  doit  pas  ê^e  satisfaite 

en  faisant  Ax  =  o  »  céilqui  donnerait  y  =y  =  'y  > 

mais^quidoi^^étre  en  faiymt^=o;  donc  difRéren-* 

tiant  la  fonction  proposée  Far»  égalant  sa  différentielle 

(*)  En  effel/refirëseDUtit  respectÎTCiiieDt  par  A,  B......    les 

coeffideos  diffffreocieU  -r-  9  *t^  •  •  •  •  «C  faisant  Ajt  :s=  -  ,  on  am 

pour  on  nombre  indéurminë m  -^  i de  termes, et  absttaction  fiaiio 
des  signes ,  la  suite    * 


P         O  A»-?t-  B«»-" . . .  -»-P»-«-Q 

.  -4-  - — K    ^-^  ,  on  _.  ,■        'm    ^* 


Or ,  on  dânontre  en  algèbre  que  •  peut  toujours  être  pris  assex 
grand  pour  que  le  premier  terme  du  naroerateor  de  la  fractioa 
précédente  soit  pins  grand  que  U  somme  de  tous  les  antres;  donc 
la  différence  Ao:  étant  en  raison  réciproque  de  m ,  pourra  être  prise 

assez  petite  pour  que  le  terme  A  Ax  ou  ^  Ax  de  la  suite  {h)  soit 

plus  grand  que  la  somme  de  tous  ceux  qui  sont  placés  après  Ini  ^ 
«t  enfin  généralement  Ax  pourra  être  prise  assez  petite  pbar  que 
cfaïque  tenue  de  la  suite  (b)  soit  plus  grand  que  la  somme  4s  tout 
eeiis  qui  se  tronvsnt  sur  sa  droits. 
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i  zérO|  on  aura  une  équation  en  x  qui ,  étant  résolue , 
fera  connaître  les  valeurs  qu'il  faut  donner  i  x  pour 
que  Fx  ou  y  devienne  d*une   extrême  grandeur  ^  A 
cette  fonction  variable  en  est  susceptible  ;  c'est  ce  qu'on  ^ 
déterminera  aiséçient  en   observant   que    l'équation 

2^=  o  ,  ayant  réduit  celle  Çb)  à  la  £orme 

néceaeairement  ^  sera  plut  grande  ou  plot  petite  que 

les  deux  quantités  y   et  '^ ,  tant  que  ^^  aura  une 

valeur  différente  de  zéro  \  plut  grmnde ,  ei  k  valeur  de 

2^  est  négative,  plutpetite,  si  cette  valeur  est  positive; 

donc  danMè  premier  cas,  y  tara  un  mmximum  ,  et 

dans  le  second  ,  y  sera  un  mimmum.  Mait  si  -^^ 

t'évamouit  par  la  valeur,  de  x  qui  a  tatiifait  à  l'équation 

^=0,  sans  que  ^^  s'évanoui^e  d'après  la  même 

valeu  r  de  x^  alors  nécessairement  jr  est  comprit  entre 

y'  et  y;  donc   cette   fonction    variable   n'est  pas 

^ksceptible^djune  extrême  grandeur  correspondante  i 

la  valeur  en  question  de  x.  Ce  serait  le  contraire  si 

r^j^  Vévanouissai^  en  même  temps  que  les  termes  dif- 
férentiels précédens,  sans  que  -^  s'évanouît ,  alors  y 
tarait  un  maximum  n  la  valeur  de  -7^  devenait  né-« 
gative  «  et  un  minimum ,  si  la  valeur  de  -^  était  posî- 
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tive  ^  puisque  dans  le  premier  de  ces  deux  cas ,  on 

aurait  y^y'  et  que  ^  ^  et  que  dans  le  second  on  aurait 

y<yetque'j'. 

Par  une  suite  de  raisonnemens  semblables ,  on  dé- 
montrera généralement  que  si  la  valeur  de  x^  déduite 

.  de  réquation  2-  =  o ,  fait  évanouir  tous  les  coeffi-» 

ciens  différentiels  )usan*à  un  A^  ceux  de  Tordre  impair 
inclusivement  y  la  fonction  donnée  d'une  variable  sera 
susceptible  d'une  extrême  grandeur  ,  cette  extrême 
grandeur  sera  "un  maximum ,  si  la  valeur  du  premier 
coefficient  différentiel  qui  suit  celui  évanoui  d*un  ordre 
impair  y  et  qui  conséquemment  est  d*un  ordre  paie  »  est 
négative  ;  et  Textrême  grandeur  sera  un  minimum,  ù 
la  valeur  du  coefficient  différentiel  dont  nous  venons 
de  faire  mention ,  est  positive.  Mais  si  tQ||6  les  pre« 
mlers  termes  différentiels  s'évanouissent  p9  la  valeur 

de  X  déduite  de  Téquation  -7-  =  o  jusqu'à  nu  terme 

de  J'ordre  pair  inclusivement ,  la  fonction  variable  ne 
sera  plus  susceptible  d'une  extrême  grandeur. 

Nous  n'avons  considéré  dans  ce  qui  précède  qa*ime 

dy 
•eule  valeur  de  x  \  mais  Téquation  -p  =  ^  =  o  pou- 
vant être  d'un  degré  supérieur  au  premier^  cette  équa* 
tion  donnera  plusieurs  valeurs  de  x  ,  qui  toutes ,  ou  en 
partie ,  pourront  rendre  la  fonction  proposée  de  cette 
variable  d'une  extrême  grandeur. 

Eclaircissons  cette  théorie  par  quelques  exemples. 
I.  Trouver  les  extrêmes  grandeurs  de  la  fonctioit 

ax»  —  bx»  +  X  +  9 (c). 

si  elle  $n  est  susceptible. . 
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Egalant  la  fonction  (c)  à  y  ,  différentiant  Téquatioa 

résultante  et  faisant  -^-=  o.  on  a 
dx        ' 

(cO...^=3aa--aix+i  ===0 ,  d'où jc=^5t^3^  ^^^, 

Or  ces  deux  yaleurs  de  x  ne  peuyent  être  réelles,  et 
par  conséquent  k  formule  (c)  n'est  susceptible  de  de- 
renir  d'une  extrême  grandeur  que  si  b  n'est  pas  plus 
petit  que  l/(3a)  ,  c'est  ce  que  nous  supposerons,  Diffé- 
rentiant Téquation  (d)  ,  il  yient  celle 

g^  =  eax— a6, 

et  y  subsdtuant  les  valeurs  de  x  données  par  l'éqna^ 
tien  (e)  ^  on  a 

Ainsi  3*  étant  d'abord  supposé  >^3a  ,h  formula  pro- 
posée a  un  minimum  qui  correspond  a  x=         „  . 

oa 

puisque  pour  cette  valeur  de  x,  celle  de  -y^  est  po- 
sitiye;  et  la  même  formule  (c)  a  un  maximum  qui  cor- 
respona  a  x  = =- ,  puisque  pour  cette  va- 
leur de  X ,  ipUe  de  ^  est  négative.  Substituant  suo- 

cessivement  ce»  deux  valeurs  de  x  dans  la  formule  pro- 
posée (c) ,  on  a  pour  son  minimum 

S7.a*  '  "* 

et  pour  son  maximum 

u43a*  +  (^ab  —  (  6a^  ab^)  \/b^  _  5g  —  a^ 
37. a*. 

% 
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Si  Ton  avait  en  b^=^a,  alort  -^  «erait  deTènn  sso, 

et  par  conséquent  la  formule  proposée  (c)  n'aurait 
pas  été  sQS^Bptibla  de  devenir  d'one  extrême  grandeur; 

car  on  aurait  eu  outre  l'équation'  -r^  ^=^  o  ,  celle 

^=;6a»  quantité  qui  n'est  pas  nulle  â*aprèa  l'hy- 
pothèse. 

II.  Déterminer  quelles  sont  les  extrêmes  grandeurs 
de  la  formule  p  (z— b)"*^  si  die  en  est  susceptible. 

Egalant  cette  formule  à  y ,  différentiant  et  faisant 
S-  =  0  y  on  a 


(/^. .  .;jî^=7np(x  — »)•-•=  Oyd'oà  x=J. . . 


'  dx 


is)- 


'    Prenant  les  différentielles  successives  de  l'équation  (/) , 
on  a  celle» 


— ^=m(i»— i) apCx— A), 

,  dans  lesquelles  les  seconds  membres  se  réduisent  tous 
à  zéro  lorafa'ûa  f^it  ai  =  6  ;  mab  par  vm^mf^'  diSFé-> 
rentiation,  on  aura  ' 

^  =  m  (m  —  1  ).-•...».  1  .^  j 

dona  si  m  est  ua  nombre  pair  ^  tous  tes  coefficien» 
différentiels  jusqu'à  celui  dev  Tordre  impair  m— i  in- 
clusivement ;  s'étant  évanouis  par  la  valitiir  de  x^=:b^ 
et  celurde  Tordre  pair  m  n  étant  pas  nul^  et  da  plus 
étant  positif^  il  s'ensuit  que  la  formule  proposée  est 
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tm  mmîmttm  iorscfue  ar:=  6  ,  ce  qui  la  réduit  à  zéro. 
Mats  81  m  est  un  nombre  impair  ^  alors  tous  les  coeffi* 
ciens  différentiels  jusqu'à  celui  de  Tordre  pair  m— i 
nidnsîvementy  s^évanouissast  par  la  yakur  ï  de  or  ^  et 
celui  de  Tordre  impair  m  ne  s'év^nouissant  pas*,  il  s'ensuit 
que  la  formule  proposée  n'est  pas  susceptible  de  deve- 
nir d'une  extrême' grandeur. 

^  m.  Etant  donné  un  nombre  a ,  le  partager  en  deux 
parties ,  de  manière  que  la  première  élevée  à  la  puis^^ 
sance  m  étant  multipliée  par  ta  seconde  élevée  à  la 
puissance  n ,  donne  le  plus  grand  produit  possible. 

Soit  X  Tune  de  ces  parties ,  Tautre  sera  a  — x  ;  donc 
pour  satisfaire  i  Ténoncé  de  la  question ,  il  faut  que 
jc*  C^""*  ^Y  ^1^  ^^  maximunu  Egalant  cette  for- 
mule ky  et  différeatiant»  on  a- 

-^zrzm  (a  — x)"x*~'—  nx*(a  — i?)*^' 
^ia'-^x)""x^'Xlm(a—x)  —  nx2....(h). 
Différentiant  une  seconde  fois,  il  yient 

^  =  («— x)— x-^* 

X  {[/n(a— x)— nx]*--  [m  (a— x)*+  ux*])  • . . .  ( i). 
Or ,  la  question  sera  résolue  si  nous  trourons  patmi 
les  facteurs  de  la  mkar  ^  ^ ,  ^^  quantité  qui , 

égalée  àvéïo ,  renjk  négaliiiek  va}«iir  4^  ^;  G*ast  oa 
que  Ton  trouve  sans  peine  ,  puisque  faisant 

mCa-^  x^  — •nx=  o,  d'où  x  =  — — -  <  a 

^  m+n         ' 

nécessairement  la  valeur  de  ^^  est  négative.  Ainsi  le 
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(ma  N"   /    ncf^  \" 
— ; —  1     i  — ri —  I  .   Faisant 

m  =  us:  1 9  alors  ce  produit  se  réduit  à --  ,  d*où  noua 

4 
'  conclarons  que  de  tous  les  rectangles  ayant  pour  pé^ 
rîmètre  aa  ^  le  plus  grand  est  le  quarré ,  puisque  Taire 

de  ce  quarre  est  =  -r-. 
4 

dy 
La  valeur  àB  -^[^  équat.  (h)']  peut  encore  se  réduire 

à  zéro  en  faisant  x=  o  et  x=^a.  Or ,  je  dis  que  la* 
première  de  ces  valeurs  de  x  donnera  pour  celle  de  y 
un  ^minimum ,  si  m  est  un  nombre  pair  ;  car  suppo- 
fiânt  m:=:!xp ,  p  étant  un  nombre  entier  et  positif , 
toutes  les  différentielles  successives  de  Véquation .... 
y=x^  (a— x)*  s'évanouiront  jusqu'à  celle  de  Tordre  ap 

exclusivement  qui  sera  -^-^rsa;?  (^ap — i). .  .(a— -x)* 

-f-  une  suite  de  termes  qui  s*évanouissent  tous  lors« 
que  a?  =  o.  Ainsi ,  faisant  a;  =  o  »  on  aura 

.     2^=2p(ap— i). a. la», 

valeur  qui ,  étant  positive,  nous  indique  qu*à  x  =  o 
répond  un  minimum  de  y  ;  ce  qui  au  reste  peut  se 
déduire  à  priori  de  la  seule  discussion  -de  lia  formule 
proposée  x^  f  a— x)"  qui  diminue  sans  cesse  à  me- 
sure que  X  diminue  ,  jusqu'à  ce  qie  .r  étant  =0  ^ 
cette  formule  s'évanouit  elle-même.  Mais  a:  après  avoir 
été  nulle  prend  des  valeurs  m  natives,  et  la  formule 
précédente  devient  alors  ( — x)"^(a+x)''  ou  ar^(a+j:)% 
puisque  m  est  un  nombre  pair;  ainsi  elle  va  toujours 
croL^vsant  à  mesure  que  les  valeurs  de  la  variable  x 
aiigmentent. 

Mail 
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ttais  si  m  est  un  nombre  impair  sp  -|-  i ,  toutes  les 

ÀIFérèntieUes  successives  s'évanouissent  ju«qu*à  celle  de 

l'ordre  impair  ^p  ^  i    exclusivement  qui^  lorsqu'on 

fait  X  =  o  9  donne 


3^1=  (V+ O  (ap)  (V  — l)- 


.a.i.a' 


donc  alors  x^o  ne  correspond  i  aucune  extrême 
grandeur  de  x"  (  a — x  )". 

Quant  au  facteur   a  —  x  =  o  qui  donne  -^  =  o 

([équat.  (^)3,  on  démontrera,  par  un  raisonnement 
«emblable  au  précédent ,  que  ce  i=  ti  répond  à  un  Tni- 
nimum  àe  la  fonction  vana3)le  proposée,  si  n  est  un 
nombre  pair  ,  mais  que  si  n  'est  un  nombre  impair , 
se  ^=2  a  ne  donnera  aucune  extrême  grandeur  de 
.af"  (a— -a;)». 

IV.  Etant  donné  un  point  D  dans  un  angle  droit  Fl^.  t; 
ZAU,  mener  par  ce  pcfint  une  ligne  BDC  qui  soit  la 
plus  courte  de  toutes  celles  qui,  passant  par  lepoitUD , 
se  terminent  aux  côtés  de  l'angle  ZAU, 

Soient  pris  AU  et  AZ  pour  axes  respectifs  des 
abscisses  et  des  ordonnées  ;  représentons  par  a  et  ^  les 
coordonnées  A£  ,  £D  du  point  donné  D  ;  par  z  l'or- 
donnée et  par  u  Fabscisse  d'un  point  quelconque  de  la 
droite  cherchée  BC  ;  enfin  représentons  par  »  la  tan^ 
gente  trigonômétrique  de  Vangle  BCU  que  doit  former 
la  ligne  inconnue  BC  avec  Taxe  des  abscisses.  Nous 
aurons  donc  pour  équation  de  cette  dernière  ligne 

a  — i  =  — sr(tt  — a)...  ,(i). 

Fusant  dans  cette  équation  z/t=ro ,  on  a  s  ou  ABtira  v-|-&  ; 

ex  faisantif=o ,  l'équation  Q)  donne  i*  ou  AC  =  -lt£^; 
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Fig.  I.    àouG 

mais  représentant  par  x  la  quantité  inconnue  BF ,  on  4 

#  = ;  donc  faisant  aussi  pour  abréger  CB  s;  jf  > 

09  aura  i*équation 

qui  étant  différentiée  deux  fois,  de  suite  ^  donne  sac- 
cessiveniient 

♦__i^+^ („) 

de          a:*V^x*-hi» 
et  -T^  =?  -^^ ^ 5-^. . .  .(o>. 

Faisant  -t^  =  o .  on  a 

dx  ' 

«=5=—  K«^.. (p) 

ou  ,  abstvaotiim  faite  du  signe  négatif  qui  etf  seultmeut 
relatif  à  la  position  de  x  par  rapport  à  &  ^  on  a 

qui^  évidémm^t,  répond  à  un  minimum ,  puisque  cette 
valeur  de  x  substituée  dans  l'équation  (o)^   rend  la 

Talenr  de  -^^  positive* 

Le  signe  négatif  de  la  valeur  de  x  féquat.  (p)]  est 
relatif  à  la  position  de  x  opposée  à  celle  de  &  ^  con- 
sidérée comme  positive  relativement  à  la  droite  FD 
qui  passe  par  le  point  doiwé  I>.  Ainsi ,  abstraction  fait6 
du  signe  qiiji  précède  la  yaUur  de  a? ,  on   construira 

l'équation  ar:=  )/^b  P(ar  le  moyen  de  Tintorsection 
de  deux  paraboles  dont  Tune  a  pour  équatioi/a:*=^^ 
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yo^  âont  l'autre  est  le  lieu  de  l'équation  y*s=ihx  ,en^^  '« 
tpà  donnera  le  point  B ,   et  menant  par  ce  point  et 
le  point  donné  D 1^  droite  BDC;  celle-ci  ^era  le  m//ii« 
fnum  demandé. 

Si  fl  =  A  ,  on  a  jr  =a  a  =  i  (*)  ,  et  par  conséquent 
^  le  minimum  cbercbé  BC  est  la  base  d'un  triangle  rec* 
tiligne  isoscèle^  ayant  chacun  des  deux  côtés  de  Tangle 
droit  =:a«. 

V .  De  tons  les  triangles  rectilîgtms  qui  ont  pour  pé-  *"'••  *• 
rimétre  la  quantité  2p,  trouver  celui  qui  renferme  le 
plus  d'espace  entre  ses  trois  côtés. 

Soit  ABM  le  triançje  cherché  ,  représentons  respec- 
tivement par  0,  or  et  a  la  base  AM,  le  côté  BM  et  le 
côté  AB.  Cela  posé  ,  Veprésentaut  par  y  l'aire  du 
triangle  cherché ,  on  aura 

y^  V^pCp'a)(p'X)Q>'0J. . ,  (gXLegendre,  not.  V,p.354[I. 
Mais  arsap-^jc-^i  œ  qui  cbange  l'équation  (^)  en  celle 

y=.  l/p(x+fi^p)  (p^x)  (p-H) 
qui  y  traduite  en  logarithme  ^  donne 

et  dîfférentiant ,  il  vient 

dx  a  K(p— x)  (x  +  i8— p) 

A%Qsî  on    ne    peut    satisfaire  à  V  équation  -^  =  o^ 
en  ne  considérant  d'abord  de  variables  que  celles  x  et  y, 

(*)  Si  l*on  snbsticae  cefl«  val^nr  de:r  daot  celle  de  /■[  éq.  (m)J , 
il  faat  mettre  —  A  à  la  place  de  ;r  'îans  (b-^x)*,  de  mémt  que  daat 
la  sointion  géneraie,  on  doit  mettre  A  9a  place  de  a:  aa  ralear  nëgativa' 

—  \/a*b\  cexignc  négatif  appartenant  »  comme  ooo«  Tavonsd^à 
éU ,  k  la  potîtioa^renrerf  ce  df  x  par  rapport  &  h. 
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Fig-  à*  comm6  nova  l'avons  supposé  par  la  différentiatioii  i 
qu'en  faisant  a  (/7  —  a?)— ^=o,d*où 

(5)...x=,i— i/S    et    >r-l^v/p(p— /3)...(0. 

Pour  connaître  si  cetttf  valeur  die  y  est  un  maximum 
comme  l'exige  la  question  proposée  ^  différentions  Fé- 
quation  (r) ,  ce  qui  donne 

plus  une  quantité  qui  s'évaAouit  lorsqu'on  fait  x=p— {  ft 

don^  pour  cette  dernière  valeur  de  x  on  a  -t\  qui  a 

une  valeur  négative  ;  ce  qui  indique  que  la  question 

a  été  résolue  relativement  à  la  vale^  qu*il  faut  donner 

a  X.   Or  ^   remarquons  que  pour  cette  valeur  de  x 

f  éq.  {sy\  ,on  aa(-2p  —  x  —  i8)  =  p  —  ^iS;  donc 

a  =  X  ;  ainsi  le  triangle  ABM  ayant  ^&s  deux  côtéa 

AB ,  BM  égauT^ ,  on  en  conclura  d'abord  que  de  tous 

les  triangles  d'un  même  périmètre ,  les  isoscèles  sont 

les  plus  grands.  Actuellement  afin  de  connaître  quel 

est  parmi  ces  triangles  isoscèles  celui  qui  est  le  plus 

grande  différentions  Téquation  (t)  par  rapport  àj^  ^^^  m 

,  dy      (2D  — 3ifi)  Vp    L      .' 

ce  qui  nous  donne  -A  =  ^>— ^- —  -^ ,  équation  qui 

^  d^  4{/p—0  ^  ^ 

ne  peut  satisfaire  à  -^=  o  qu'en  faisant  jS  =  5  p^ 

valeur  de  0  qui  répond  à  un  maximum;  car   diffé- 

rentiant   l'équation    dilFérentielle    précédente ,    on  a 

ddy  (4p— ^/2)  \/p  I  .      ,  ,.1 

j>,;  = ^-^- -^  -  —  «  valeur  qui  est  essentiel- 

^^  8(p  — /S)  ^p~fi 

leroent  négative,  puisque  «i  on  avait 5/3^,  ou  même 

=  4/) ,  il  s'ensuivrait  que  le  côté  fi  du  triangle  serait  plus 

grand  que  la  somme  des  deux  autres.  Ainsi  on  a  poor 
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donc  les  trois  côtés  du  triangle  demandé  sont  égaux 
eotre  eux.  D*où  il  suit  que  de  tous  les  triangles  d*un 
même  périmètre^  Téquilatéral  est  le  plus  grand  possible. 

70.  Nous  n'aiVons  déterminé  dans  l'article  précé- 
dent que  les  extrêmes  grandeurs  des  fonctions  d'i^ie 
seule  variable  ;  nous  allons  dans  celui-ci  nous  occuper 
des  mêmes  recherches  pour  les  fonctions  d'un  nombre 
«pielconque  de  varial^ea. 

Soit  U  =  F  (x ,  j^ ,  a )  ;  il  est  clair  ,  d'après  la 

théorie  développée  dons  l'article  précédent  >  que  si 

nous  considérons  touteê  .ces  variables  x  ^  y  ^  z 

excepté  une  seule  comine  ayant  les  qualités  requises 
pour  rendre  U  d'une  extrême  grandeur  ,  il  ne  faudra 
que  disposiBT  cette  seule  variable  à  avoir  la  même  qua- 
lité ,  c'est-à-dire  différentier  l'équation  U=F  Çx.y,  z. . .) 
par  rapport  â  U  et  à  la  variable  en  question^ensuite  faire  ' 
le  coefficieut  de  Ja  difFérentieile  de  cette  même  va- 
riable =;  o.  Or  «  comme  ce  raisonnement  peut  s'appli- 
quer successivement  à  toutes  les  variables,  a?  ,j^  »  z. . ., 
et  que  la  différentielle  totale  de  U ,  en  ne  regardant 
aucune  variable  comme  constante  ,  renferme  toutes 
les  différentielles  particulières  dont  nous  venons  de 
parler,  il  s'ensuit  que  pour  trouver  Tune  des  deux  gran- 
deurs extrêmes  de  U ,  il  faudra  diffcrentier  à  l'ordi- 
naire l'équation  V  =zF  (^x,  y,z ),  ensuite  égaler 

à  zéro  les  coeiRciens  des  différentielles  dx ,  c/y,  rfz. , . , 
ce  qui  donnera  autant  d'équations  que  de  variables , 
par  le  moyen  desquelles  on  trouvera  les  valeurs  de 
chacune  des  variables  qui  conviennent  aux  grandeurs 
extrêmes  de  leurs  fonctions  U ,  lorsque  cette  dernière 
fonction  variable  en  sera  susceptible  ,  ce  qui  se  déter- 
minera par  certains  caractères  que  nous  allons  faire 
connjutre. 
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71.  SoppoAona  d'abord  ,  pour  plua  de  simplicité  1; 
que  U  n'est  fonction  que  de  deux  variables  x  et  j^  ^^ 
BQÎt  de  plus 

P  et  Q  étant  ou  pouvant  être  des  fonctions  de  x  et 
de  y'y  donc    . 

{d?=zAdjD+Bdy,  dq^Bdx  +  Cdy)...{b)l*2» 
A,  B  et  C  étant  encore  ou  pouvant  être  dea  fono- 
fions  de  x  et  de  y.  Donc  regardant  dx  tt  dy  comme 
constantes ,  houB  aurons 

ddCz=z{Adar+h(fy)dx+(J^dx+Cdy)dy. .  .(c). 

Maïs  F  et  Q  devant  être  égalés  à  zéro  pour  déterminer 
Tune  des  extrêmes  grandeurs  de  U  ,  ainsi  que  nous 
l'avons  démontré  précédemment^  nous  aniroas 

A<ic-f.Brfy  =  o  »    d'où    <ir  =  — 2^, 

et      B(&  +  C^  =  d  ,    d'où    <fy  = ^; 

introduisant  d'd)ordIa  vadem:  de  elx  dans  l'équation  (c)^ 

.,    .       ddïJ       AC— B*  j  .      .1       1       j 

il  vient  -j^r-  =  ' z ;  et  mtroduisant  la  valeur  de 

-     ,        ,        .       .        .      /^  ^U      AC— B* 

dy  dans  la  même  équation  (c) ,  on  *-jrr  =  — F — * 


C]  Lt  coefficient  de  Jx  dam  la  Taleur  de  dQ  ,  est  toujonn  lu 
ittéme  que  celui  de  djr  dans  la  Talent  de  </ P  :  en  effet,  U  étun^ 
fonction  de  x  et  y  ,  on  a  «Aj  3  rf*U  H-  *U ,  ft  ddV  ^izd^d'lj 
^  dJd'V  ^  d'dfV  -4-  dsdrV  i  or  iir4*»U  =  d'dyU  [  an.  (54)]  ; 

4onc  les  cœflSciens  àt  djr  tt  dn  éUt  à0Dê  kê  ezpretaieiii  ■    1  ** 
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Or  »  si  U  était  fonction  de  la  sdple  jmMef  x  /  b€  (}iii 
donne  <^  =  o ,  alors  Véquatiôn  («)  se  réduirait  à  celte 

-jrx  =  -^  >  éisiy  était  seule  Tariabie ,  ce  qui  aonne 

dlr  :=  o  j  Ffequation  (c)  se  réduirait  à  célk  --«—=:=  C. 

Donc  dans  le  cas  dey  constacotë  ^  il  faudrait  ponr  qoe 
U  devint  maximum^  que  A  fût  négatif,  et  pour  que 
IJ  devînt  minimum,  il  faudrait  que  A  (àt  positif 
[art.  (63)].  De  Inéme  dans  1^  cas  dé  J?  constante  ,  il 
faudrait  pour  que  U  devînt  ihaximum ,  qite  C  fût  né- 
gatif,  et  le  minimum  de  U  n'aurait  lien  ^ue  si  C  était 
positif.  Mais  lorsqu'il  y  a  concours  des  detut  variable!) ,  il 
faut  pour  que  U  soit  un  maximum.  ^  que  A  et  C  soient 
tous  les  deux  négatits  ,  et  puisque  dans  le  cas  dés  deux 

wnaHetona^==-^^#t^:^— ^  — ,i 

faut  encore  que  les  seconds  membres  de  ces  deux  der- 
nières équations  soient  négatifs  ^  té  ^  ûe  peut  avoir 
fieu  que  û  AC  >•  B*,  caf  dans  fë  caii  côntfàité  les  nu- 
mérateufà  étskât  né^atifé ,  et  la  edildiiion  du  màximuHi 
étant  au^si  ^nê  A  et  C  soient  négatifs ,  il  s'en^nitraii 
que  les  valeurs  des  fractions  différentielles  ^  second 
ordre  seraient  positives ,  ce  qui  est  contraire  au  caractère 
du  maximum, 

Ùe  ôiôme  poiif  U  thinirhiùiri  flhfauf  ^e  A  et  C 

AC  — B*       AC — B*      . 

toient  positifs^  et  que  — '         >  et j; —  soient  aussi 

positifs,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  tant  1^ 
AÇ  >  B*,  cai'danïlé  cas  eontrttirc ,  lêiWntératiBnf  gefffi 
négatif  et  le  dénominateur  serait  positif ,  ce  qui  donqe- 

rait  de»  valeni  iiégirtivts  aïK  firactiOBS-^  et  -nn;  * 
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et  est  le  caractère  contraire  au  minimum.  Ainsi  ^  pour 
nous  réeuner ,  noua  allons  rassembler  les  caractères  qui 
indiquent  les  extrêmes  grandeurs-  de  la  fonction  U  4^» 
deux  variables  j^  et  X. 


U  minimum^         \po8iAb  s 
■^ 

Exemple.  Diviser  un  nombre  donné  a  en  trois  par^ 
ties  telles ,  que  la  première  étant  élevée  à  la  puissance 
m  9  la  seconde  à  la  puissance  n  et  la  troisième  à  la 
puissance  p ,  le  produit  soit  une  extrême  grandeur. 

Soient  x  et  jr  les  deux  premières  parties  demandées 
de  a  ^  ce  qui  donne  pour  la  troisième  a  —  x  — y^  Ainsi» 
représentant  par  U  le  produit  des  trois  puissances  res* 
pectives  m,  n,  p  de  ces  trois  quantités,  on  a 

V=xy-ia^x^yy' (d); 

donc 

ift'    ■ 

Faisant    J'U  =  o,  l'équation  résultante  en  (a)  peut 
être  satisfaite  en  posant  successivement  les  équations 

^szOf  xssOf  a— a— 5^=0,  m(a— cc-^)— ^Jc=o} . .  .(g)^ 


Digitized  by  VjOOQiC 


%T  âVX  DIFFÙlElfCES.  lût 

et  faisant  d)^V  =  o  ,  l'équation  résultante  en  (/)  peut 
être  satisfaite  en  posant  successivement  les  équations 

{y  ^=^9  x=o,  a— j>-y:=o,  ii(a— jc— y)— />a::5=o}...(A); 

Or ,  les  trois  premières  équations  du  groupe  (g)  étant 

respectivement  identiques  avec  les  trois  premières  du 

groupe  (A);  d'ailleurs    donnant  toujours  le  produit 

cberi^hé  U  ^=:  o^  nous  les  rejetons ,  et  ne  considérant 

que  les  dernières  équations  de  ces.  deux  groupes  «  nous 

avons  par  la  méthode  ordinaire  d*élimination 

ma  na 

ap  =  — ; et    vs? — : — r-; 

donc  Iji  troisième  partie  a — «— J^.  est  = 


m+ïi'^-p 

Ainsi  dans  Tune  de  ses  extrêmes  grandeurs  ^  on  a  la 
Tariable 

^/*\nt+n+p)  \m+n+p)  \m+n+p)  "'^'^' 
Afin  de  déterminer  si  cette  extrême  grandeur  est  un 
maximum ,  ou  si  elle  est  un  minimum,  observons  que 
l'examen  du  cas  particulier  m:;=/i=p  =  i  nous  éclai- 
rera sur  l'état  de  grandeur  de  la  formule  trouvée  » 
comme  le  cas  général ,  puisque  la  formule  générale  (  i  ) 
que  nous  venons  de  trouver  étant  ramenée  à  un  cas 
particulier ,  conserve  sa  qualité  de  grandeur  dans  ce 
dernier  cas. 

Nous  avons  donc  dans  le  cas  de  m=n=p=i  ,U=xy 
(a  —  X — y")  ,  et  les  équations  différentielles  (e)  et  (/) 
se  réduisent  à  celles 

.^=y  (a^2x—y),    "^  =*(«— ^— «y), 

4pm  -^r=-aj^=-5a,  -^=-ax=-g.a 
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MultipUâût  entre  diés  lès  dcvbt  j^freihiètea  éqfutiion» 
différentielles  du  second  ordre ,  le  produit  des  deux 

seconds  membres  est  -  a\  et  quarrant  la  dérmére  équa- 
tion différentielle  trouvée  »  le  quarré  de  son  second 

membre  est  -  d*.  Or .  -  û*  >  -  d*  ;  donc  la  valeur  — " 

9  9  9  ^7 

trouvée  à  U  dans  le  cas  particulier  de  m=  n  =p=  i 

est  un  maximum  >  et  par  c<ynséquent  aussi  datas  le  cas 

général ,  on  a 

v=(    ^  Y  (    ^    V  (    p^   \ 

\m^n^p/    \mrf^n-fpj   \m+rh+p/ 

qui  est  un  maximum. 

It  est  aisé  de  voir  d'al^près  la  loi  qjùi  rég}t  ces  trbîs  &c^ 
teurs ,  que  quel  que  soit  te  nombre  de  divisions  que  l'on 
voudra  faire  éprouver  â  (a  quantité  a  en  élevant  res^ 
pectivement^ceà  parties  aux  puissances  m,n,p,q, .  *, 
le  m^iximxim  du  produit  de  toutes  ces  parties  sera 

/  1M,  Sr  /  na  \» 

\m^n+p^. ...  y    \ft^j$^p^ .,  .} 

x/^— — P5L__Y  (  ^    ^^^•tc. 

Vm-fn+p-f^..../    \i»+/i+p-H/ / 

et^  si  toutes  les  puissances  sont  égales  à  m  ^  le  maoci^ . 
mum  du  produit  des  N  parties  de  a  élevées  à  la  puis- 

eance  m  sera  (^     .  „„ ,   . 

72 .  Déterminons  maintenant  les  conditions  q^  doivent 
ar^k  Ken  four  que  la  lonctioir  F  dés  tro??  vaiaklw 
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ar ,  jf  y  2  tXomré9  par  la  mét&ode  enseignée  à  Tarticle  70^ 
eoit  one  extrême  grandeur. 

DifférentiMtl*éqaatioâ'tJ=::=F  (a:,jr^»)>on  a 

rfO  =PcIr+ Qcïy  +  R&  ; 

et  didTérentianf  une  seconde  foh  eh  considérant  les  dif- 
férentielles dx  ^  dy  tt  dz  comme  constantes  ^  il  vient 

airo=(Aiir+Brfjr4^rfz)Ac^(Biir+D<fy4Kii)  Jy 
+  (Cdx+Edy+Fdz)  dz (a) . 

Faisant  smic%9àêftmént  y  et  z  cohstantes  ,  or  et  b  cons^ 
taâtes^  enfin  or  et  y  cdHslÉnteë«  U  vtent  râspâctîveaunt 
à  ces  trois  difFérentes  hypothèses 

fddV       A      ddU      ^      ddV      ^\  ,,^ 

Dbnc  pour  U  maximum  ,,it  ùiut  que  les  quantités  A  , 
D,  F,  après  y  avoir  substitué  les  talcurs^  de  x ,  y 
et  2  provenant  des  équations  Pi=:ô,  ^r±^,Ri=:o, 
soient  toutes  négatives  ;  et  pour  B  rhinimum ,  il  faut 
que  ces  mêmes  quantités  A  ^  D,  F  soient  positives. 

Màîm  des  équations  posée§P=i=o  ^  Qsso  et  H s&o» 

pour  les  extrêmes  grandeurs^  on  tire 

dPr=iAdx  +  Bcfy  4- Cdz  =  o) 

dRz=:Cdx+Edy  +  Fdz^o) 

De«  denx  premières  é<|aafttotta  do  ce  {rospe  «  on  tire 

celles 

« 
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Des  première  et  troisième  équations  du  même  groupe" 

(c) ,  on  déduit  celles 

■{^=%§Si&.^=ffi^a.} ». 

EnEa  les  deux  derniërei  équations  du  groupe  (c) 
donnent  cefles 

Substituant  successivement  dans  Téquation  (a)  les  va- 
leurs de  dy  et  dé  Ac  [  équat.  (cf)] ,  oeWes  de  rfjcet  dz 
t  équat.  (e)] ,  enfin  celles  dé  dy  et  de  dz\  [éq.  (f)3 
il  vient  les  équations 

ddU       AFD + aBCE  —  (AE* +^B»  +0^^)        .  . 

1^  =  — r       AEt-B* —        ••••^^ 

<WU  __  m^me  numérateur  r^-v 

"5?—  AF— C*         

,<WU même  numérateur  (i') 

dans  lesquelles  les  signes  des  seconds  membres  doivent 
être  les.  mêmes   que  ceux  des  quantités  A,  D  ,  F, 

^    ddU    ddU 
auxquelles  se  réduisent  les  valeurs  de  -^^>  "JyT  ®* 

-r^ ,  lorsqu'on   ne  considère  qu'une   s«ule  variable  # 
comme  telle. 
EXEMPLE.  D^rminer  5£U=ax^bxy+czx+ya^ 
•  est  susceptible  d'une  extrême  grandeur. 
Différentiant  la  proposée ,  on  a 
J0=  (aex-4y+c»)dx— (ix— z»)djr+CcaH-3J2i)d& 
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donc 

P  =  aAr— iy+cB,  Q=:— Jx-f-a*,  R:=:cx  +  2yzi 

et  égalant  ces  quantités  à  zéro ,  on  a 

^—1^'  -y-'gr'  ^"ir* 

DifiFérentiant  les  valeurs  de  P ,  Q  et  R  ^  il  Tient 
aadx  —  bdy  +  cia  =  o  ;     —  bdx  +  2:mîs  =  o  ^ 
air  +  2«(y  H"  ^y^^  =  05 
donc  A=aa.B= — 4,C=c,D=o,  E  =  aa= , 

Or  ^  les  deux  quantités  A  et  F  ne  sont  pas  de  mêmes 
signes  ;  donc  la  formule  proposée  nest  pas  susceptible 
d'extrêmes  grandeurs  ,  puisque  le  caractère  du  maxi- 
mum est  que  les  trois  quantités  A,  D  et  F  soient 
négatives ,  et  que  celui  du  minimum  est  que  le$  mêmes 
quantités  soient  toutes  positives. 


CHAPITRE  X. 

Du  développement  des  fonctions  £un  nombre 
^uelcon(fue  de  variables  après  leurs  varior* 
lions  respectives. 

73.  JL/£  théorème  de  Taylor  (  art.  38)  fait  connaître 
ce  que  devient  la  formule  variable  fx  ,  lorsqu'on  y 
substitue  x  -(-  Ar  à  la  place  de  a: ,  et  va  nous  con- 
duite d'une  manière  très-simple  i  déterminer  ce  que 
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devient  une  foncrion  de  plusieurs  variables  T^y^z.i^ 
lorsque  ces  dernières  varient  respecthrement  des  quan« 
tités  àXf  Ay  f  ùz. , ..  £o  effet,  considérons  d*abord 
la  fonction  de  deux  variables  f  {jo ,  z)  que  nous 
représenterons  par  «;de  plus  faisons  eB!'=zf(^r,y'\'Ay) , 
et  représentons  par  a''  la  fonction  f{x^^x^  y  +  Ay) 
dont  nous  cherdions  le  développement. 

Considérant  d'abord  dans  »"  la  quantité  y  +  ùy 
comme  une  quantité  constante ,  et  cherchant  ce  que 
doit  devenir  alors  a»'  dans  son  passage  à  (»\  c'est-à^ 
dire^  lorsqu'on  y  substitue  x+Ax  à  la  place  de  x  , 
on  a  y  d'après  le  théorème  de  Taylor , 

Mais  tf  étant  fonction  de  x  et  de  j^  ^  oo  aura  »  en  ne 
considérant  que  y  comme  variable  ^  et  cherchant  dan» 
ce  cas-U  ce  que  devient  ot  lorsque  l'on  substitue  dans 
sa  valeur  /"(x  ,^)  la  quantité  j^  +  Ay  à  la  place  Ae  y  ^ 
c'est-à-dire  du  passage  de  «  à  c/,  on  aura  »  dis-^je  ^    - 

•  ==«+^Ay+-^-f +  -^^+etc....(i). 

Prenant  successivement  les  difiTérentielles  première  ^ 
seconde ,  troisième ....  en  x  seulement  de  l'équation 
(i)  ,  on  a 

d'à.  =d-.  +  -_4y4--^^+-^^-Hte....W 

jox  •     j^     .  ^c*'» .     .  «f^'d^y^Ay»  .  d^d?y   Ay*  ,  ,j^ 

^-'.•=ci-.+-5~Ay+-3^^  +-^,^-Mtc...C^ 

etc. 
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SubetitQiUit  dans  l'équatioii  (a)  la  valeur  de  #*  [éq.  (6)3, 
et  celles  derf'ôi',  rf«^<.%  rf?*^" . . .  [^.  (c) ,  (<0 ,  (e).  • ,], 
on  a  l'équation 

,  éfctf»  ^    ,     ,  d«<f'3»Ax«Av  .  r  w)» 

.  d'd*y a  AxAy^   , 

dans  laquelle  la  premlète  colonne  verticale  affectée 
de  fractions  différentielles ,  se  compose  du  second  terme 
de  la  valeur  de  ^'  [  équat.  <&)}  et  dfi  preipiez  de  Téqua- 

tion  (c)  multipliée  par  -r-.  La  seconde  cobnne  verti- 
cale se  compose  du  troisième  terme  de  f  équation  (&)  , 
du  premier  de  Téquation  (d)  multipliée  par  -j^  et  du 

second  de  Téquation  (c)  multipliée  par  -r-.  La  troisième 

colonne  verticale  se  compose  du  quatrième  terme  de 

i'éqnation  (i)  ,  du  premier  de  V^quatipn  (e)  multi-* 

'  Ax* 

pliée  par — „  ^.,  du  second  de  l'équation  (d)  multi- 

pliée  par  -t-j  et  du  troisième  de  l'équation  (c)  mul» 

Ax 
tipliée  par  — ,  et  continuant  de  même»  il  est  aisé  de  voir 

comment  on  formerait  lei  colonnes  suivantes. 
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74.  Un  calcul  semblable  nous  ferait  connaître  le 
développement  de  fix,y,z)  lorsqu'on  y  substitua 
x  +  Ax,y  +  ày,  z-i-Az  à  la  place  des  variables  res- 
pectives Je,y,  z',  et  ainsi  de  suite  pour  un  nombre 
quelconque  de  variables.  Mais  en  considérant  avec 
quelque  attention  les  formules  39  (  art.  38  )  et  S/ 
(  art.  73  ) ,  il  est  aisé  de  faire  une  observation  qui 
nous  servira  à  trouver  généralement  le  développenient 
de/(x+Ax,jr4-Ay,  z+Az. . .  .)^  et  à  prolonger 
indéfiniment  ces  développemens  sans  avoir  davantage 
recours  aux  procédés.employés  dans  Tarticle  précédent^ 

En  effet,  si  dans  la  formule  (39)  [art.  38]  ,  on  fait 
passer  l'indice  de  Tordre  de  différentielle  de^  comme 
puissance  de  la  différentielle  /  c'est-à-dire  qu*au  lieu 
d'écrire  généralement  d'y  on  écrive  dy^,  on  aura 

Mais  e  représentant  la  base  du  système  des  loga-> 
rithmes  népériens  ^  on  a 

z*        z^ 
e»  —  1  =  a  +-.  +  r-5  +  etc.  ; 

donc 

y=y  +  e'*^      -l...(58). 

en  se  rappelant  que  dans  le  développement  de  la 
quantité  exponentielle  ,  il  faut  passer  l'indice  du  de- 
gré de  la  puissance  de  dy  comme  indice  de  l'ordre  de 
différentielle  de  jr. 

De  même  passant  l'indice  de  l'ordre  de  difterentielle 
•n  y  on  X  de  0  comme  indice  de  puissance  de  ces 

différentielles  ^ 
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différentiellefl  ^  cest  -  à  -  dure  écrivant  généralement 
idyt»)*",  {à'nY  au  lieu  i^d^ft»  \  dT'tê ,  fa  formule  (67)' 
deviendra  *  ,1 

Mab  la  série  des  termes  difFér^ntiels  est  Texeès  du  déye- 
loppement  de  6  életée  à  la  puissance  -^  Ay  4-  -^  Ao» 
toTunité;  donc        /• 

et  enfin  généralement^  fabant  »\=tf{x,y  ^  \;s. . . .)  et 
•'=/(a:  + Aa:,  ^+Ay,«  +  Aa..*.),  ou  aura 

e>'  =  »4"^'^  ,  —•!.... Çoo); 

en  ayant  toujours  le  som ,  dans  le  développenient  de  la 
quantité  exponentielle,  de  changer  Vindice  delapuis-^^ 
sance  des  différentielles  partielles  de  »  en  indice  de 
Tordre  des  différeùtiéUes.  '• 

'E:XEMPLE.  Trouver  le  développemeiit  de  ij-t^T^^Tt^ 
lorsqu'on  y  fait  croîtfB  les  trois  'Variables  Xyf  Hz  des 
quantités  respectives  Ax,  Ay  et  Az. 

Faieant  o»  =  à  la  fonction  propo^ ,  et^'  =:£:  â  ce 
que  ^derient  »  après  les  substitutions  des  variables 
augmentées  d^knrs  différences  respectives  Ax ,  Ay- 

et  àz)  de  plus ,  faisant  a  =:?  -^  Ay  =5  (x+  »*)  4X 

9 
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^  cjojaots  knintRCiorisit 

l'équation  (60)  donne  * 

Mms'  dutre  les  Valeurs  de  a ,  b  tt  c,  aat  Q(ni&  awuuL 
trouvées  précédemment  ^  on  a  encore  ^     ' 

■  ^"^  Vr"  ^  "^  "^"^  J=i  ^^v 

ettousiUâ  autred  termes  s'ëvànbuissent  ;  on  a  donc 
ix+Ax)  (^y  +  Ay)  +  Cy  +  Ay)i(*+ A^^<a>-fil«)i 

75.  Si  dans  les  caku%  qui  nous  ont  occupés  à 
Vaitiple  T^b,  :  i;ictuMTi(m8:  ofiéréi.ea  sfint  invena  càlati- 
-mi^entanx  deiu:  variablibs^  etj^.>.c'est«À-Jdira  al  poiis^ 
a^viopa.  fait. V!  ;ç5^<^>  of-fr-A»  >  cti  tinijeù-&  «' =a- 
/(  ±  +  Ax ,  ^  +  Ay  )  ;.  alors  cou^dérant  d'abprd 
ar  +  Aa?  comnié^  Uiie  qaantlté'constàite ,  et  cherchant' 
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Pék  U  mxfjm  éa  ^orème  de  Taylor ,  cé  que  àeUtnt 
9ê/^  lon^'Mi  y  flobflilney  +  Ajr  à  la  place  de jr  ^  c'est- 
à^^dirv  i  1^  paiêagff  de  i^'  à  w^,  alors  l'éqciatidti  (a)  da 
l'artMe  7S  «irait  été  en  jf  c«  qtfdie  en  en  x  à  l'ar- 
liûU  78  ;  et  enfin  les  éi^naticms  (i) ,  (f) ,  (if)  ^  (e). . . 
dn  même  artide  ^  anraieiit  été  lesmèmes  qaé  ce  qu'elles 
sont  an  j  nattant  x  i  la  plaça  dejr ,  at  réeiptoque^ 
inent«  Enfin  on  set^t  parvenu  à  une  valeur  de  0/  qui, 
éfidamitteliti  devttlt  être  k  âjêftae  que  eelle  donnée 
par  FéquatiOn*  (5^) ,' puisse  f(,x^y)  est  considérée 
«bstraheihent  relatîveitient  abi  variables  x  et  jr ,  doit 
oondirîx'e  i^Fégalité  des  seconds  membres  de  l'équation 
-<57)  et  de  celle  qtie  Von  aurait  trouvée  en  opérant 
<)ofmne  nous  l'avons  indiqué  dans  cet  article  ^  ce  qui  ^ 
tcmtea  réductions  &ites^^  mènerait  à  l'équation 

0  =   (Ë^  —  £^1\   AxA 

\dûcdy  dydxj M^  ^ 

+  V-as^  -  ^^;  "ir  +  ^^- 

^  i  devant  avoir  lien  indépendamment  des  valeurs  de 
Ax  et  Ay ,  nous  donne  les  équations  particulières 

é^dycê=d^d*m{^y  ^drm=:drd^ei^  d^é^rcÊss^yd'a,  «ft; 
M  généralement 


(*)  Km»  arobs  d^à  fttfkf'r  i  r«rdde  5{,  gue  cette  ^ii«o 
^^  ton  jôut  «TOÛ  Uei.      ^^ 
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,  7$.  'D*oà  il  suit  qae  quel  que  «oit  le  df^aogeiiient! 
que  Ton  fait  éprouver  afuc  diffiérentiellea  piartieiles  suc- 
çe8si?eâ  d'une  fonctîbn  d'un  nombre -qHelocmqiae  de 
variables  «  la  diiTérentiçIle  résultante  aéra  toujours  la 
même;  car  soit  d'abord  «=/(^  j(r ,  z)  ,  etd'^én=xm'g 
on  aura  ^d'après réquation  (64)^  .  » 

<î«y£iP«A/::±rfp^rf«V;    donc    d'^S'^d^a^df^d''yâ^^i 

e):  comme  nous  aurions  ,pu  commencer  par  faire  «^^ 
d"ya>  :;:s  «'  OU  dP'^a  =  «',  il  s'cnsuifr  que  nous  aurions, 
eu  pour  chacune  de  ces  deux  équations ,  deux  autres  ^ 
équations  semblables  aux  deux  précédente^»  ce  qui, 
npus  anrait  donné  en  tout  les  si^  équations  relatives, 
aux  3. a  cbangemens  que  Ton  peut  faire  éprouver  aux, 
t^ois- caractéristiques  <f"^,  d'^y,  dF^  4e8  différentielles 
partielles'de  la'  fonction  a  des  trois  variables  x ,  y 

et  z. 

,  •     \  j     .     " 

Il  est  évident  que^  raisonnement  s'étend  aux  fonc- 
tions d'un  nombre  quelconque  de  variables  et  à  leurs 
difTérentiations  partielles. 


J      V 


rcîî'f;^-'  'I 
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CHAPITRE  XI. 


DiA  Calcml  des  Différences  des  Fouôtionâ 
variables.  • 

I.  .  '  '  " 
L  semble  au  premier  aspect  que  le  calcul  dçç 
diffiérences  devrait  précéder  le  calcul  différentiel  (*)  ; 
f:^  ce  dernier  calcul  a*étaat  :qu  An  cas  particulier  du 
premier  »  on  pourrait  déduira  des  formules  asDc  difféw 
rences,  les  formules  différentielles  >  en  ne  conservant 
dans  les  ^emières  qu^  les  différences  du  premie» 
degré  des  variables  ^  lorsqiie  l'on  vent  avoir  la  différen- 
tielle du  premier  ordre  d'une  fonction  variaUe,  et  subâti-^ 
tuant  la  lettre  caractéristique-  d.des  différentielles  à 
celle  A  4^9  différences.         - 

'  Pour  les  différentielles  d*un  ordre  supérieur  m ,  on 
ne  conserverait  dans  les  formules  aux  différences  du, 
même  ordre  m  que  les  termes  oà  la  somme  des  indices 
d'ordre  et  de  puissances  dJes  différences  de^  variables* 
•  est  =  m,  faisant  toujours  la  substitutioù  de  la  lettre 
caractéristique  ci  à  celle  A.- 

Mais  observons ,  i**.  que  le  calcul  direct  aux  diffé- 
rences finies  ^  ^t  toujours  beaucoup  plus  long  que  le 
calcul  direct  aux  différentielles  ',  a^  que  la  formule  (3g) 


{*)  Cett  ce  qo^ont  fait  quelque?  antean,  et  entr'aatief  BosstaÊL 
ésm  let  Traités  do  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  intégraL^tÊf 
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(  art  38)  oa  celles  (58)  «  (69) ,  et  plus  généralemeiit4K 

formule  (60)  [^rtr  743 1  ^'^^  Ton  tire  réquation 

^•(=.'-*)^  t  ^     ^   .       -^        «i...(6a)  . 

partie  aux  différences  et  partie  aux  différentielles ,  £açi- 
litent  ist  abrigent  ie  pins  souvent  U  oafefM-àiut  Atfî^ 
rences,  pQi8qu*il  n'y  9.  qp^  pirmdre  des  différentielles 
sEccessives  de  la  fonction  variable  proposée  ,  et  à  les 
multiplier  couYenobliement  p#  les  différjepces  de|  va-!* 
jriablesi 
♦ 

Noos  aUoas  d^nt  tes  atlioliiB  siâtaiié ,  trouver  par  cé 
moyen  hê  diCéraioés  premièrei  éê  ploéeurs  finietioné 
él^&bnqses  et  tnmscendatites  ;  enmte  nôusf a-Mii  vdr 
insârticleagi  etstriTana^cmnmevtontnmte^eeqtiri^ 
^pias  modificatiana  dans  œs  «pjnsns ,  ié»  diffërenees  dei 
#rdres  mpérienn  des  fbéctions^  vtrittbbv.  M^â»  nom 
Ikréyienona.  d'avanca  ^  .que  jiouv  éirtter  le»  »iMgÊ6t6ê 
des  signes  «f-  et  -;- ,  nous  ne  coHiidAreroii^le»  varûd>leé 

^  que  dans  Leur  état  4'|iccroÎ3sen»ieBt  ^  /s'iMtrirdire  ^pm 
nous  prendrons  leurs  différences-  positiyeB;  A  aéra  aisé  , 
(A*après  la  règle  des  signes  dw^  la  mulUpUoadop ,  do 

^rétablir  ceux  du  produit  teJJ^  ^*iU  doivent  être  dam 
les  formules^  lorsque  ^dques-unea  des  variables  da 
la  fonction  sur  laquelle  on  opérera  ^  décroîtront  au  Ue^ 
0e  croître. 

78.   ï.    Soit  ^  =tt  ^3f^,  dPot  ^t=S  TJttttÇ?^  5   ^  =2* 

?n  ( m-^  ^'ojc"»-*. 3^=  *  •^•5'  •  ?  -^^^  Substi-s 

mX<i^  TS^eurs  djpas  Téi^uMion  (3d)  Cart-S&li  on 


4 
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«qray  — ^,  c'eabA-dire  ^y  oa 

S  m-At  lin  ifonftDTè^ide^  el  j^elsîHf  ,Jaiciifc  pfecé- 
dente  sera  éyidemmept  finie  ,  et  «so^  ^emier  terme 
eeraAa:*.  .  .  . . .;   .o.\î  --• 

tons  les  autres  termes  donnés  pgr  i*é<|«a^ti  ^59) 
C  art.  74]  sont  nuls  ;  donc  <»'  -—  1» ,  ou 

III.  Seit  encore  e»  sazqcvL  ^4ce  qui  donnera 
dr^Çayz)  z=x^^ ,  et  rf'iJ'ii^ (ayz)  =  dxdy^)  ' . 

Vf.  coiifid«t^«àMteiiym  ^  ***«; 

faisons  ty  =  %r}^  'àtct  fflJ  *=^J^  [fc  ^^-^  "*"  ^^-^ 
tlgpat.  (GyôQ..  M^s  y^6nr  a^ôir  la  differenciS  de^""*, 
c'est-à-dire  la  valeur  de  4j^ydifférentions  succeî)4T<Bment 

réquatiôn  j^  =s«r->  3=-^  c^  ^  noiis  donnera 
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donc  4  - 

et  substhùant  c^tte  yaléur  de  Ay -dans  celle  de  Ac#^  on  a 

+  i:|^As'-etc.J (67). 

Y.  Cherchons  Ja^  difflérende  de  £^y\ 
La  foittttW  64  donne 

A.a:^=yÂ.ap*  +  a*A.j^»  +  A.x-A.j^»  ; 

et  substituant  les  valeurs  de  A. a:"  et  A. y*  données  par 
l'équation  (63)  ;  on  aura  là  différentielle  demandée. 

•    Tir  Soit  èôSn  proposé  dé"  trouver  la  différenca 

Nous  avons  d'après  la  formule  (67) ,  en  y  mettaitt 
d*^bord  oî^ety»  à^  la  place  des  quotités  respectivea 
X  et  9,  enëuite  substituaiit  daÂs  f  équation  résultantà 
les  valeurs  de  A.jc~,  A.^»,  A.j^».\  . .  .{[équat;  (S3)J^ 
Aous  avons ,  dii^je^  tout^,  réductious  faites  «    ;   .  t 


A 


^      Tiix»-'  Ajr+  ^^       '^  a;"-^Ax*  +  etc: 


-(«+-.)-i^(.-^^ 
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.  79.  Ces  exemples  suifisent  pour  trouver  sans  peine 
la  différence  première  et  développée  de  toute  fonction 
jaJgébriqiie  d*mi  nombre  quelconque  de  variables ,  e( 
quelle  que  soit  la  forme  sous  laquelle  elle  se  présente. 
Je  dis  développée ,  parce  que  la  méthode  aux  seules 
differenoes  dont  on  s'est  servi  jusqu'à  présent^  et  qui 
consiste  à  écrire  la  fonction  proposée  avec  le  signe 
négatif  à  la  suite  de  cette  même  fonction ,  dans  laquelle 
on  9jsdt  varier  chaque  variable  de  sa  différence  respec- 
tive ,  et  ensuite  à  faire  les  réductions  nécessaires  ,  ne 
"donne  pas  ,  du  mAns  iouaédiatement ,  la  différence 
tléveloppée  des  fractions  qui  ont  leurs  deux  termes 
affectés  de  variables  différentes.  ti 

I^a  méthode  aux  seules  différences  appliquée  à  la  fîrac- 
tion  traitée  dans  le  4*  exemple  de  l'art.  78 ,  donne 

.  .    X      x+Ax      X       zAxr-xAz 

Z       £  -f-  As        z  z^'i-zAz  " 

La   même   méthode   appliquée  à  la   fraction  ^^ 
(€•  exemple^  art.  78)  ,  donne» 

^ {x+Ax)^     3C^     y*(x+àxy—x%y+Ayy , 

>»-(j^+Aj^)»    y--         yHy+^y^~       ' 

et  ainsi  de  suite;  mais  il  est  visible  que  les  différences 
sous  cette  forme ,  donneraient  beaucoup  plus  de  peines 
À  être  développées^  qtte  lorsqu'on  emploie  l'es  méthodes 
partie  aux  différences  et  partie  aux  différentielles. 
Cependant  il  existe  plusieurs  circonstances  o^  la  mé- 
thode aux  seules  différences ,  est  préférable  à  celles 
dont  nous  nous  occupons  particulièrement  dans  ce 
chapitre. 

80.  Si  Ton  a  une  équation  exprimaïit  le  rapport 
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qii*oht  autre  elles  ploàeiirs  variàbleâ  »  on  tro^^rli|>v 
les  mêmes  procédas  qne  les  prteédens ,  l'équation  qA 
éxpàme  le  rappoit  entre  les  âiS%fehc)es  àti  tattiables; 

Par  exemple  9  soit  entre  les  yariables  x  ^  y  %t  fi, 
réqnation  de  relation  xy^  2*=  o  ^  oh  trouve  ,  en  Re- 
liant à  lordinaire  la  diiTérence  de  la  tbrmnle  xy^^z^ 
et  l'égalant  à  zéro^  l'éqnatipn 

xAy-^yàx  +  àx^y  —  voiàz  —  Az'ss  6;  • 

d*où  Fœ  potirra  déduire  la  yalei#  de  Tme  desdiffé* 
renoef  en  foaclîon  des  autres  différences  et  deB  v*«- 
riables.  « 

Passons  maintenant  au  calcul  des  difiFérences  des  fosio-* 
tions  transcendantes  des  variables. 

81 .  Soity = log.  nat.  X's^lx.  Différentiant  succe»* 
pivement  cette  équation  ^  on  à  >  d'épiés  la  foi^nnle  (36) 
(art.  37), 

^__i    ddy 1     JPy i.à   djy i.o.5  *     , 

et  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  de  Taylor 
(artSB),  on  a 

89.  Faisant  jr  =  o*,  on  aura  >4'aprè«  l'équation  ÇS^) 
(art.  37), 


f"}  NoQf  donnons  à  U  note  lY  une  vaUor  d«  àd»  bcaqcoop 
plul  conTerg«nt0  que  cdn-ci. 
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Si  a  =B  la  ba^e  s  4bs  logarithmes  oépéritiM ,  l'éguation 
précédente  se  rëàdurin  i  ceHe 


=  *'C-«^-0... (70-    ;  .. 

tS.  6if  <m|bit4a0UM|t«tdeimièE0éqti«tii»lBdiili]yoob 

l^fAei  A»  ^,  ^i,  «u»  A^  «a»;«*i**i*eitBe  (é—^i)k 
fittMtttARt  «M  ««Min  dam  T-l^«H(tmi  (71) ,  «vltMt 
Iwétfttt  MéaibMti  piu?« ,  ««a«jd«Mn(:rsnité«b  paA 
et  d'autre ,  on  a 

=:  3,718381828459....;, 

ce  qui  est  c^ne^uenuileiit  là  9dfi»  «wériqae  de  U 
}>afle  des  logarithmes  naturels. 

^.  3oit  ^  f  égA  A  la  quantité  ei^éirthlié  th 
second  genre  et  pricmier  ordre  apcK  ce  qui  dqnne 
4g34jy/a:+A»,,ul!o4  k 

A.^=^A.tc+irAy+AyA.ic  [équat.'(64)  ,  art.  782; 
Développant  le  premier  membre  de  cette  équation 
C*rt».  C%>,  «t.  8*  3,  et  faisarft  ifr^otld  =5X , 
un  aura  :  :    .        ' 
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d*oM*on  tire ,  parla  méthode  inverse  des  séries  f 

^  =  X  +  t.X*+i  X3  +  iJ^etc.       . 

et  par  conséquent  A^/ou 

îl  ne  faudra  plus  que  substituer  la  yalenr  de  X  »  et 
ensuite  lesdéveloppeiiien8de'A.2r  [éq.  (69) ,  art.8i)3, 
ce  qui  donnera  la  différence  demandée  de  ax^. 

Mais  le  calcul  que  nous  venons  d'indiquer  serait  un  peu 
lonf^  dans  l'exécution ,  et  il  est  probeMe  que  la  forme 
résultante  serait  fort  compliquée^  PiTous  crayon»  dosé 
qu  n  est  préférable  dains  ce  cas-ci ,  de  se  servir  de  la 
méthode  aux  seules  différences  doBt  nous  avons  d^ 
fait  mention  i  l'article  7g.  On  a  par  cette  dernière 
méthode , 

A,aa?r -=  a[(a:  + Ax>y  ^^y— «r]  ; 

et  développant  ^  il  viendra 

A.ox^ S3  a  I  or'^  (  X  ^— 1  ) 

etc. 
u 

s 


85.  Sqit  g  =  ax'       Téquation  exponentielle  du  se- 
cond genre  et  d'un  ordre  quelconque  dont  on  vent 

etc. 
trouver  la  différtace.  Faisonsx=/     ,  d'oàÇssuucT' 


Digitized  by  VjOOQiC 


Cr  AttZ  mFFiSRENCBS:  i^%\ 

'équation  dont  nons  yenons  de  donner  la  différence  ; 

etc. 
mais  Ay  =  A'S      ,  donc  faisant  a>  =  z    '^  on  anm ^ 

'Ay^iA.s  ,  etTéqnation  (7a)  donnera  Ay  eus.  As,  m 
tit  Aaà  y  et  ainsi  de  snite.  Donc  par  des  substitutions  ' 

successiYes  des  différences  étrangères A»  ,Ay 

dans  les  équations  qui  précèdent  jusqu'à  ce  qu'on  arrive 
â  k  première  y  Ton  aura  la  valeur  demandée  de  la 
différence  de  la  fonction  exponentielle  proposée. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  du  calcul  aux 
différences  des  lignes  trigonométriques  et  fonctions 
d*àrcs  de  cercle. 

86.  Soit  ^ï=8m  X,  d*où-j2  z=,cob  x,  ;7^= — sin  x,  etc*' , 

[  art.  57 ,  groupe  d*équat.  (37)]  j  donc  par  le  moyen 

du  ^théorème  de  Taylor  Qart.  38,  form.  (Sg)],  on' 

a  A^  ou  » 

Ax^  As? 

*  A  ,ékx=zcoBxAX'^ànx -— cos  x — 3 

â  â.3 

Ax^  Ax^ 

Mais  réunissant  tous  les  termes  qui  ont  pour  facteur 
cos  x ,  et  d*une  autre  part  tons  ceux  affectés  de  sinx , 
il  sera  aisé  de  voir  que  le  coeiBcient  de  cos  x  est 
sinAr^etqne  celuidesinxestcosAx— it=>— asin*|Ax;* 
on  aura  donc 
A  »nx=:cosxnnAX'*-a  sinxsin'-^Ajc (73).' 

Au  reste ,  on  «urait  pu  déduire  kmnédiatement  cette 
dernière  équation  de  celle 

A.sinx=8in(x4-Ax) — !sinx=acos(x4-7Ax)stn^Ax 
=  p  cos  :i;  cos  >  Ax sin  ;  Ax  —  a sin  x  sin*;  Ax' 
=  cos  X  sin  Ax  — «- a  sin  X  sin*  ^  Ax . 

comme  nous  l'avons  déjà  trouvé. 
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87.  Paûant  ^  =  cob  a^ ,  d'où  ^  =;  —  gîil  *  ^ 
2g;  =t  -  cosx,  etc.  [«oy.  le  çtonge  d*éq,08),art<  5/]; 

mais  Ta  s^rie  ^aftipHéé  pat  -^sui  x  est  t=:^Ax ,  ^t  ceH^ 

multipliée  par  «^  <)ot  X  est  s:  l 'i^  cos  A^  s^  fi  siû'^^Atf  « 
ûonû 

A.cos  4?=??—  •în.d?  éin  Ax-^^^eoê t»  slt^f  di*. . .  (jfy. 

Cette  dernière  formule  se  déduirait  également  àv^oflq^ 
aux  senlea  dîff/^rences^  ainsi  ^l'oQ  paut  le  yénfier  sA-» 
•ément.  ^^     •  * 

Nooatlûtso^AB  lecrtevr  U  sein  d«  trouver  le/i  diCé* 
rences  des  autres  lignes  trigdnométriquespar  le  moyen 
de  l'une  ou  de  fautre  manière^ 

98.  Las  d^rençes  df^^igoi^a  trigonom^triqués  dea 
arca  mulliplaa  ^  de  leiir%  p^issauc€;s^  de  même  que 
des  puissances  de  ces  fonctions ,  et  des  quantités  expo-- 
nenl^elles  pat  1^^  lignes  trigonométrigues  des  ^cs  va-- 
riables  ^  se  trouvent  par  le  moyen  dés  formules  ordi^ 
n^res  deâ^  difi&rencas  dâi.  ^ai^tés  o^  la  TariaULo^ 
est  algébrique  y  et  par  le  nioyen^  d^.  fdrmulea  qpk 
donnent  les  diflT^ences  des  lignes  tpgonométnqucs 
4*aro8  simples  (  art.  8$ ,  87  ).  Par  exemple ,  pour  scrétt-' 
la  valeur  de  Â.sinî^a?  ^  il  n'y  aura  qu'à  substituer  an  x 
à  la  place  de  x  dans  la  formule  (63)  fart.  78]  ,  en  y 
faisant  a=i.  '  • 
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tH»JC 


Dd  mëite  la  Taleur  de  A. a  se  trotivetra  sans 
peine  ^  en  mettant  dans  la  formule  (70)  [  art.  8223  , 
sùtxàht  place  de  x ,  et  substituant  dans  Inéquation  ré- 
rnihante  la  yal«|^  de  A  sin  x  [  éq.  (yS) ,  art.  86^.  Ainsi 
tons  ces  calculs  n^ofFrent  aucune  difficulté. 

89.  On  pourrait  en  dire  autant  pour  les  différences 
des  logaritbmes  de»  fonctions  trigonométriques.  Mais 
on  y  est  panrenu  de  la  manière  suivante  qui  est  très-- 
élégante  ^  et  qui  ^st  due  à  Delambre  : 

^sin  Cj4'  Ax)        , prin  jg  çy  Aap -I7  coe  x  sin AjT^ 
zinx  L  sin  X  J 

=  I'(cos  Ax -f- cot  X  sin  Ax) 
=  2  cos  Ax  +  2  (  1  -|-  cot  X  tang  Ax)  , 

et  déyébppant  ce  dernier  loganihmei  comme  on  Te»- 
8e{|;ne  eji^si^hr,e^  ^W  ^ara./^  (x  rhAsp  )  •—  if  sia  x  oij 

A./fiinx=::/cosAx-f-CotxtlBgAx*— ^(4ïotxtangAx)* 

H-^  (cotx  tang  Ax)^*— etc. ..  .(75^. 
De  même 

^         ço^x         ,       *  co^x 


Gqs(x  + Ax)        cosACOS  Ax— *sin  xsin  Ax' 

séc.Ax 


==  /  *    , ^=  /  -  

c  "   dbs  Ax— <  tango^  sin  Ax         i-*tàng  x  taîng  Ax 

c±:/8écAx  — î  (i  — tang  X  tang  Ax)  , 
et  développant  ce  dernier  logarithme*,  U  viep^ 
içDSX— /cos(x+4x).j  oif  r-A./co8x=B:i8écAx4-etc., 
«t  enfin 

^«/cosxrb  /^cos.Ax-^I^DgX^ngjA^ 
—  ï  (tang  X  tangAx)*—  etc '.(76). 
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Ayant  les  différences  des  logarithmes  natarels  des 
sinus  et  cosinus ,  on  en  conclura  aisément  celles  des . 
logarithmes  naturels  des  tangentes  ,  cotangentes ,  sér^ 
cantes  et  cosécantes,  puisque  ces  dernjj|res  lignes  ne  , 
eont  que  des  fonctions  par  voie  de  division  des  sinus  et 
cosinus. 

Si  Ton  veut  avoir  de  plus  grands  détails  sur  la  théo^ , 
rie  des  différences  des  lignes  trigonométriques ,  on  lea  , 
trouvera  dans  la  Préface  que  le  savant  Éditeur  des, 
Tables  de  décimales  de  3orda  a  mise  à  la  suite  de  celles 
dé  Tauteur  des  Tables  en  question.  ^ 

90.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  les  diffé-, 
rences  respecdvjes  des  formules  x*  sin  x  et  x*  cos  x. 

Nous  avons  pour  la  première  de  ces  quantités  , 

A(a:*sinj:)  =  (x+;Aj?)»sin(x+Ax)  — x'sinx 
==  X*  sîn  a?  cos  Ar  +  etc. 
—  x"sin  a?=— •  a:"  8inx(  1  —  cos  Ax)  +  etc. 
=  —  aa:"  sin  x  sin*  i  Ax  +  etc. 

Donc  mettant  à  la  suite  de  ce  premier  terme  que  noua 
venons  de  trouver ,  tous  ceux  du  produit  du  dévelop- 
pement de  (  X  +  Ax)*  par  le  binôme  sin  x  cos  Ajc 
-f- cos  X  sin  Ax  ,  en  exceptant  le  premier  terme 
X*  sin  X  cos  Ax  dont  nous  avons  déjà  disposé  ^  nous 
aurons 

A(x"6inx)  =  — ax"8in  xsin*^  Ax 
4- sin X  cos  Axj  /ix"-"'Ax4-^^"^^^x^*Ax^+^^^    I 

+cosxsin  Airrx"+n«»;:'Ax+îi^2^î^  x»-*Ax*+*cT» 

ou 
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OU  fsdsant ,  pour  abréger 


} 


nAxC08àx=:A  nAxsinAr= 

etc,  etc. 

il  vient 

A .  a:«im  X  =  sîn  x  [Ax*-*+  Bx"-»+  Cx»"' + etc.'  . 

Opérant  de  même  snr'la  formule  x*cosa:,  et  se  ser- 
vant de  la  cotation  précédente  £  groupe  d'éqnat.  (77)3» 
ona 

A. as*  cosx  =  coso:  [Ax«-"*  +  Bx»-*4-  CV»-*+etc. 

—  ax"sin*iAr3 
-^inx(;a:*sinAjc-fA'a;^»+BV-*-K;'a>^+étc]. ..  (79). 

Faisant  n  =  o,  ce  qni  donne  A^s  o,  B  =  o < 

A'  =  o  ,  V=  o. . , , . .,  les  formules  ^78)  et  (79)  se 
I      Tédûisent  respectivement  à  celles  ^7?)  et  (74)  ^art.  86 

«87]. 

Faisant/»  — X  ,d*Qii^x=zàsscoÈAx^  Bi=to,Cc=so...^ 
A'=c  Arsin  Ax ,  B'r=  o,  C  =  o. . .  •,  ou  aura  les  deux 
équations 

A.rcsinxzsAxslnrx  cos  Ajc  — ax  sin  xsin*  J  Ar 
-f-  X  Cos  X  sin  Ax  -f-  A.r  cosx  sin  Ax. . .  (80)  ; 
A.x  COS  X  =  Axcos  X  cos  Ax—  flx  cos  X  sin*  *-  Ax 
—  xsînx  sin  Ax — ^Axsin  xsinAx (81). 

9t.  Le  calcul  aux  dilTéreaced  dee  ordres  supérieurs 

10 
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dépend  évldemm  A  de  celai  aux  dilFérences  premières 
que  nous  venons  d'exposer  ;  car ,  si  les  diffél'ences  des 
variables  de  la  fonction  sur  laquelle  on  opère  »  sont 
elles-mêmes  variables  »  il  faudra  considérer  la  formule 
aux  différences  premières  comme  une  simple  formule 
primitive  qui  a  le  double  de  variables  ,  et  opérant  sui- 
vant la  niéthode  ordinaire ,  la  formule  aux  dilFérences 
du  second  ordre  s'accroîtra  de  nouvelles  variables  qui 
sont  les  différences  du  second  ordre  des  variables  -,  et 
pour  passer  aux  difiFérences  du  troisième  ordre ,  on 
continuera  à  opérer  comme  pour  avoir  la  formule  aux 
différences  premières  d'une  fonction  primitive  variable  ^ 
dont  le  nombre  de^  variables  s^est  accru  de  celui  dee 
dilîérencespremière  et  seconde  des  variables  primitives, 
et  ainsi  de  suite.  Mais  si ,  comme  cela  arrive  le  plot 
souvent ,  les  différences  premières  des  variables  sont 
prises*  constantes  ;  alors  opérant  suivant  les  méthodes 
enseignées  précédemment  pour  passer  des  fonctions  va- 
xi^les  à  celles  qui  sont  leurs  différences  premières  , 
on  passera  <^e  ces  dernières  fonctions  i  celles  des  diffé- 
rences secpndes  où  il  n*y  aura   plus  de    différences 
secondes  de  variab^  ,  mais  où  il  pourra  y  avoir  des 
puissances  du  second  degré  des  différences  premières 
des  variables  ;  et  ainsi  de  suite  pour  les  différences  de 
tous  les  ordres  des  fonctions  variables  proposées ,  en 
considérant* les  différences   premières  des    variables 
comme  constantes.  Mais  quelque  aisée  et  uniforme 
que  soit  la  marche  du  calcul. que  nous  venons  d'indi- 
quer,  elle  est  cependant  touyours.bien  longue.  Or,  voici 
comment  on  pourra  abréger  ces  calculs. 

92.  Puisque  représeiitant  par  y  une  fonction  de  la 
variable  a:  /on  a 
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il  «8t  clair  que  ai  l'on  considèirQ  maintenant  Ay 
comme  la  fonction  yariable  dont  il  faut  prendre  îd 
différenoe  première  ,  la  même  formule  (  a  )  dans 
laquelle    on  mettra  A  y  à  la  place   de  y ,  donnera' 

A.Ay     on     A^  = -j^  Ax  + -^ -^ 
+  -x?^r-5+etc (i). 


Par  la  même  raison  ,  A^  étant  encore  nne  fonction 
de  la  yariable  dont  il  fout  aycir  la  différe|ice  pre- 
mière ,  on  a- 

A.A^     ou    A^=;^Aa;  +  -^-jp 
et  généralement  on  a 

donc  différentîant  snccesslrement  Téquation  (a),  et 
substituant  les  yaleura  de  d.Ay ,  d^*Ay. .  •  dans  Téqua* 
tion  (fc),  ona  • 

De  mênàô  ^Férentiant  miccéMiyement  cette  dernière 
équation  ^  et  substituant  les  yaleurs  de  d.ày ,  ^.A^.  •  «. 
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dans  réq-natkm  (c),  on  trouve  pour  A^  nne  suite  d# 

h.  forme  , 

dans  I^quelto  A ,  B sont  des  coe^iens  Dumé- 

riques  dépendâns  de  l'ordre  3  de  la  différence  de  la 
fonction  y  de  x.  Donc  généralement  on  a  l'équation 

4-B^Ax^+etc.. (8a), 

dans^Ia^u^Ile  A^  B. .  • .  sontd^s  coefficiens numériques 
dépendans  de  Tordre  it  de  la  dififérènce ,  et  absolument 
indépendans  de  la  fonctiçn  de^  dont  on  prend  la  diffé- 
rence  de  Tordre  n ,  ce  qui  va  nous  prpcurer  un  mojen 
bien  simple  pour  déterminei:  ces  yaleurs  des  coefficiens 
numériques  A,  B,  etc. ,  en  donnant  à  y  h,  valeur  en 
fonction  de  x  la  plus  favorable  i  cette  recherche.  Or 
la  simplicité  des  £ff%re^tieMfs  #t  différences  de  tout 
lès  onires  de  e*  [  équat.  (35)  ,  art.  3y  (  qui  se  réduit  à 

S^i^— e*,lortqii3e  owe)  et  équat.  (71),  art.  8a  J, 

nous  engage  à  faire  j'^itf*,  ce  qui  réduit  Téquation^Sa) 
i  celle 

Ay  nifi'CAx* + ààx^'+BAx»-^+  CAr"+H-etc.3 , 

et  égalant  cette  valeur  de  A^y  avec  celle  donnée  par 
Téquation  (71)  ,  oft  a     •    - 

Développant  le  premièt  'Y^^lJre  'de  cette  équation  , 


m 
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ET  AUX  DiFFÉftBNCES.  14$ 

H  vient 

=  Ai:"  4.  AAaf+'+  BAx*^+  CAi*«+  etc. 

Prenant  la  différentielle  lagarithmique  des  def^  mem- 
bres de  cette  dernière  équation ,  faisant  disparaître  les 
dénominateurs /ordonnant  par  rapport  aux  puissances 
de  Aâ:^  et  égalant  les  coefficieos  i  zéro  ,  puisque  Té* 
qoation  rétoltant»  doit  avoir  lieu  indépendamment  des 
valeurs  de  Ax^  ou  aura  la  isite  d*équations 


aB  =i(n+i)A =ï» 

se  =i  (»+a)  B-ji^  C«+0 A+j^ 
4D  =  ^(«+3)C-j^(«+fl)B 


(83), 


4 


li4(»+')^-î    ' 


X43" 


etc. 


qull  est  aisé  de  continuer  autant  qucm  le  désirera  , 
car  la  loi  qui  règne  entre  ces  équacdons  se  ,  présente 
de  la  manière  la  plus  simple.  .  . 

Exemple.  Trouver  la  différmoe  spoonA^  écKK 

Nous  avons  n  =  a  ^  donc 


d^jfi 


=  3ox4 


les  équations  (83)  donnent 


fei 


A  =  i,    B=^,    C=I    et    D=J,!-. 
'  la  4  Sba 
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Sabftitnaxit  cea  valeurs  dans  Téquation  (8d)  ,  on  a 

+  i8oxAa:5  +  6aAap«. 

*  9?.  De  même  pour  les  différences  d'ordres  sopériettr» 

des  fonctions  de  deux  variables  xtty^  nous  aurons  un 
résultat  semblable.  En  effet  ^  mettant  dans  la  formtdo 
(5?)  (qpii,  en  passant  a>  [=y(x ,  j')]  dans  le  jfremier 
membre^  donne  la  valeur  de  Aa>)  la  quantité  Ao»  a 
la  place  de  celle  a> ,  on  a 

A.Ao»     ou     A*«=--j —  Ly-^'tX.o.f 

fit  effectuant  les  différentiations  indiquées  sur  Ao»  ^ 
on  aura 

etc. 

Mettant  de  même  dans  cette  dernière  équation  A^â»  à 
la  place  de  a» ,  effectuant  les  différentiations  indiquées , 
et  opérant  ainsi  de  smte  pour  les  différences  de  tous  les 
ordres ,  on  trouvera  que  généralement  on  a  l'équation 

f  (04), 

etc. 


\ 
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dans  laquelle  A,  B A',  B\  . . .  sont  des  coelHciens 

numériqaes  dépeodans  seulement  de  Tordre  n  de  la  diF- 
férence  que  Ton  yeut  avoir.  Ainsi ,  usant  d'un  artifice 
semblable  à  celui  dont  not^s  avons  usé  dans  Tarticle 

.  précédent ,  pour  déterminer  les  valeurs  de  A ,  B 

A',  B' ,  nous  chercherons  la  différence  ti  de  e'"*"*, 

d*abord  parle  moyen  de  Téquation  (84),  et  ensuite  di- 
rectement ;  la  comparaison  de  ces  deux  résultats  nous 
servira  à  déterminer  les  valeurs  des  coeiEciens  numé- 
riques. 

Or  ,  éJ^"^  =  c^e*;  donc  généralement 
éJfye'^'  =  e*iPcy  =  e*^yc(y>. 
X>e  même 

dP*ey^*=:c*^yiaf; 

donc  (ù  étant  =  e*"*"'',  tous  les  facteurs  différentiels  de 
réquation  (84)  se  réduiront  â  e^';  ainsi  Ton  aura 
d'abord 

J-t- A/»+«4-A'Aj"  Ajc-*-B'A/^»  Ax«-*-Caj—«  Aa:i-4-c4c. 

I  CIT. 

Mais  Von  a  aussi 
de  même 

#nfin  généralement 
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Égalant  cette  ?aIenr,A  .e  *^  avec  celle  trouvé» 
précédemment  4  Ton  voit  que  les  coei&ciens  indétermi- 
nés A- .  *  .A'. .. .  dépendront  de  ceux  du  développe- 
ment de  [e  •^— i]  .  On  obtiendra  les  valeurs 
demandées  en  développant  la  quantité  exponentielle 

è  ^  %  prenant  la  différentielle  logarithmique  des 
deux  membres^  faisant  disparaître  les  dénominateurs 
et  égalant  entre  eux  les  coefficiens  des  mêmes  puis* 
sances  de  A^  et  Arc* 

g4.  Il  est  évident  qu'en  étendant  ce  raisonnement , 
on  démontrera  que  la  différence  d'un  ordre  n  d'une 
fonction  »  d'un  nombre  quelconque  de  variables  x  » 
^,  s. .  .i  a  ses  coefficiens  numériques  fonctions  de  n  « 
qui  dépendent  de  ceux  du  développement  de 

Ainsi  nous  avons  dans  cette  flremière  partie  de  notre 
ouvrage ,  appris  à  différentier  et  à  trouver  les  diffé- 
rences* de  tous  les  ordres  des  fonctions  ^'un  nombre 
quelconque  de  variables  ;  ce  que  nous  pourrions  dire 
,  de  plus  sur  cet  objet  ne  ferait  que  retarder  ,  sans  une 
utilité  réelle  >  la  marche  d'un  ouvrage  plutôt  destiné  à 
l'enseignement  d'une  science  suivant  ses  principes  ri- 
goureusement géométriques  ^  qu'à  reproduire  certaines 
théories  de, nos  grands  Géomètres,  qui  prouvent  beau- 
coup je  sagacité  dans  leursauteurSy  mais  qui  conduisent 
à  des  résultats  moins  utiles  que  ceux  que  nous  avons 
trouvés  ,  ou  qui  emploient  des^moyens  plus  longs  et 
plus  pénibles  pour  parvenir  à  ces  résultats  (^). 


(*]  Par  exemple ,  on  Iroove  dant  les  Traitët  de  Galcnk  difl^n- 
lici  at  intf^gral  de  Lacfoiz  ^  où  sont  réunies  presque  toutes  les  de- 
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CHAPITRE  XII. 

jtppiication  aes   Calculs  auoç  différences  et 
différentiel  à  la  Théorie  des  Courbes. 

s  ï  (*). 

'i^ouvelt^  preuves  de  la  rigueur  du  Calcul  aiffereiv» 
tiel ,  déduites  de  quelques  principes  élémentaires 
de  Géométrie. 

95.  Js  pourrai!  me  dispenser,  d'après  TéTidence  des 
principes  sur  lesquels  j*ai  fait  poser  le  calcul  dilFéren- 
tiel  dans  le  commencement  de  cet  ouyragc ,  d'ajouter 
de  nouvelles  preuves  à  celles  que  j'ai  déjà  données  de 
la  rigueur  de  l'analyse  faussement  appelée  par  quelques- 
uns  infinitésimalf ,  et  qui  n*est  que  Tart  de  détermmet 
la  valeur  ou  le  rapport  de  la  valeur  des  quantités  finies 

' m  I   ■ ■ — ' 

Gouircrtes  faites  dans  cet  caictila  depuis  les  înTenlenn  Newton  et 
Ijeibnitz ,  une  mëihode  poor  trouver  les  dt£fere|ices  âes  fonctions 
Tarîables ,  lorsque  les  différences  des  variables  sont  elles -munies 
variables ,  qui  est  beaucoup  plus  longue  que  celle  que  noas  avons 
indiquée,  k  Tarticlc  91  •  /^rej^oni-nous-eo  donc  li  c<^te  demièri 
jnçtbode  dans  les  css  extrêmement  rares  où  Ton  est  oblige  de  s'en 
SÉeryir.,  et  ne  snrehargecMit  pat  ics  pa^  de  cet  oamge  de  cakuk 
absolument  inutiles. 

(*)  Ce  chapitre  efant  fort  Içng,  nous  le  dirisonf  pour  la  commo- 
de du  lecteur;  en  paragraphes. 
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absorbées  par  réyanouissement  de  certains  facteurs  ; 
lorsquUiprès  avoir  coosidéré  les  variables  dans  un  état 
de  variation  finie ,  l'on  ne  les  considère  plus  que  dans  un 
seul  état  de  grandeur  (art.  4  et  note  a  ). 

Cependant  je  crob  qu'il  n'est  pas  mal  à  propos ,  de 
loin  en  loin  ,  lorsque  l'évidence  de  la  Coureuse  exac^ 
titude  du  calcul  différentiel  se  présente  presque  d'elle-, 
même  ^  de  la  faire  apercevoir  aux  lecteurs  :  ce  sont  des 
pharesplacés  à  des  distantes  suffisantes,  pour  que  le  Géo- 
mètre ne  perde  pas  un  seul  instant  de  vue  la  trace  de  la 
route  qu'il  doit  suivre. 

Fig.  3.  Soit  CEHI. . .  •  ime  courbe  plane  ,  par  exemple 
un  cercle  ;  CD  une  abscisse  quelconque  x  ;  DE  Tor- 
•donnée  correspondante^;  CG(=CD+DG)  une 
autre  abscisse  x'a=x+.  Aa?;  GH(=:DE  +  KH  ) 
l'ordonnée  y  -f-  ^y  correspondante  à  cette  dernière 
abscisse;  r  le  rayon  de  ce  cercle  ;  ce  qui  donnera  suc-, 
cessivement  les  deux  équations 

^=2rr — x^,  (j-f-Aj^y=ar(x-f-Aa;)— (x+A-»)** 

De  la  seconde  équation  retranchant  la  première  , 
il  vient 

âyAjf  -f-  A^  =  flrAx  —  axAx— Ax*  ; 

et  divisant  par  dy  Ax ,  on  a 

Ax        ajf Ax      '^  y  ay 

Or  cette  dernière  équaâon  se  compose  de  trois  eqpices 

de  termes  bien  distinctes;  savoir  :  i*.  la  fraction  ^ 

dont  les  deux  termes  vont  sans  cesse  en  diminuant  à 
mesure  que    Ax  diminue  ,  et  qui  enfin  se  réduit  à 
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-loTsaoe  Ax  =  o^  a°.  les  termes  — *2-- .  Ay  et  — 
o       ^  ayAx       ^        *xy 

qui  s'étanonissent  nmultaaément  lorsque  Aa:=o>  ce 

qui  donne   A^  =  6  ;  3*.  le  terme qui ,  étant 

absolument,  indépendant  de  A  y  et  de  Ax»  reste  le 
InÉme  lorsque  considérant  les  variables  ^  et  x  dans 
un  même  état  de  grandeur  >  leurs  différences  respec- 
tives Ay  et  Ax  s'évanouAent.  Ainsi  faisant  Ax  =  o, 
l'équation  aux  différences  du  cercle  se  réduit  à  celle 

-  =  "  ,  ou ,  pour  mdiquer  que  1  expression  -  qui , 

conûdérée  abstraitement ,  peut  représenter  une  quan- 
tité finie  y  ou  nulle ,  ou  infinie,  a  généralement  dans  ce 
cas-ci,  entre  x  =  o  et  x=r,  une  yaleur  finie,  et 
en  même  temps,  pour  rappeler  que  les  zéros  absolus 

du  numérateur  et  du  dénominateur  de  l'e^cpression  *• 

dérivent,  dans  ce  même  cas,  des  quantités  respectives 
Ly  et  Ax ,  lorsque  ces  différences  s'évanouissent 
simultanément  par  Tévanouissement  de  Tune  d'elles  , 

nous  nous  servons  de  la  notation  -j^  pour  représenter 
la  fraction  -,  ce  qui  donne  dans  l'exemple  précé- 
et  est  l'équation  dilFérentielle  du 


gS.  Elnfin  généralement,  la  relation  qui  existe  entre 
les  coordonnées  d'une  ligne  plane  étant  exprimée  par 
F  (x,jr)=o,d*où^=^,  on  aura,  en  fusant  varier 
Tabscissex  de  la  miantité   Ax,  et  représentant  par 
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£iy  la  Tariatlon  correspondante  à^y ,  l'équation 

Ly  =/a; Ax  +/'x  ~  +  «te.  [éq.  (a)  ,  art.  3] , 

d'où 

Ê^=/^a:+ jf  a:  A«»+ jig/'x  Ax'+etc. . .  .(85); 

ir;g.  doDC  pour  le  seul  point  SPMe  la  courbe  ayant  pour 
5  et  4*  coordonnées  x  et  ^  ,  ce  qui  donne   Ax=r:o^  d'où 
Ayz=io^  l'équation  (85)  se  réduira  à  celle 

^=/'x-.^88), 

qui  est  la  différentielle  de  l'équation  F  (pc,y')  de  la 
courbe. 

Substituant  dans  l'équation  (85)  les  valeurs  respec-* 

«'^•-l'ë'ë à,fx,r^,r' >oa 

•         retrouve  l'éqaadon 

Ajr  ou  y-j'=g  Ax  +  3^  — +2;^  5-5+ ( 


V 


•  etc. 


qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  (5g)  démontrée , 
à  l'article  38. 


97.  Problème,  t!  équation  d'une  courhe  étant  don'* 
née  ,  déterminer  par  le  seul  calcul,  si  cette  courbe 
présente  sa  concavité  ou  ea  convexité  vers  l'axe  des 

abscisses.  * 


i 
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SOLUTIOH.  Soient  xetjf  les  ^coordonnées  CD ,  DE  Fig.3,4. 
du  point  E  de  la  courbe  ;  a/,  y\  cellet  CG ,  GH  da 
point  H ,  d'où  DG  =  A  x  et  HK=  à  y.  Menons  la  corde 
£M  ;  sur  le  milieu  R  de  DG  ,  élevons  la  perpendicu- 
laire RP  que  dans  la  figure  4  nous  prolongeons  jus- 
^*à  sa  rencontre  en  Q  avec  la  corde.  Cela  posé ,  nous 
aurons  ' 


+S 


.a.3 


+  etc (a). 


Mais  l'ordonnée  RP  ajapt  ppuç  absciwp  CR=CD+Da 
=  x  +  ï  Ajc,  on  aura  > 

donc 

Or ,  A  X  étant  une  quantité  arbitraire  que  l'on  peut 
toujours  prendre  asstK  petite  pour  que  chaque  terme 
des  suites  Ça)  ,  (6)  ^  (c)  soit  plus  grand  que  la  somme 
de  tous  ceux  qui  le  suivent  (^)  ^  Je  plus  ^  ^^  étant 
toujours  positif  quel  que  soit  le  signe  de  Ax ,  il  s*enr 
suit  que  si  la  courbe  présente  sa  concavité  vers  Taxe 
des  abscisses  (fig.  3)  ,    ce  qui   donne  RP>RQ,  il 

faut  nécessairement  que  la  vajeur  de  ^j^  soit  néga- 
tive. Mais  si  la  courbe  tourne  sa  convexité  vers  Taxe 


(*)  \07ez  It  rrn?oi  dt  Tarticle  69  ^  ps|;e  io5^ 
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des  abscisses  (  fig.  4)  #  ce  qpi  donne  RP<  RQ ,  il  faut 

que  la  yaleur  de  ^  seit  positive. 

Donc  y  règle  générale ,  pour  conuaitre  si  une  courbe 
donnée  par  sa  seule  équation  ,  tourne  sa  concavité  ou 
sa  convexité  vers  Tnn  de  ses  deux  axes ,  on  prendra  ce$* 
axe-là  pour  celui  des  abscisses  x  ;  on  dijférenùera  deux 
fois  l'équation  donnée,  et  prenant  dcuis^t  équation  dijfé^ 

rentielle  du  second  ordre  la  valeur  de  -r-?  *  ^^  verra 

dx* 

si  cette  valeur  est  positive  ou  négative  ;  dans  le  pre^ 

mier  cas  ,  on  conclura  que  la  courbe  est  conyexe  re- 

tadvement  à  cet  axe  ;  et  dans  le  second  cas  >  quelle 

est  concave  vers  ce  même  axe. 

Exemple.  Déterminer  si  la  courbe  de  Féquation 
y*  =  ax — J^  est  concave  ou  convexe  vers  son  axe 
des  abscisses. 

DifiTérentiant  une  première  fois  l'équation  donnée  , 
on  a  ^ydy=uLdx-^j^dx ,  et  une  seconde  diflPérentiation 
donne  £^-f^<2dy=— Sxdx'.  Mais  de  la  première  équa- 
tion différentielle ,  on  tire  d^^'=zrÇr ^n"— •  D<»ic 

^  4  \ax"~^) 

substituant  cette  valeur  de  d^  dans  l'équation  diffé- 
rentielle du  second  ordre  ^  et  prenant  la  valeur  do 

dds 
2j^,onaura 

Or ,  j^  ne  pouvant  être  une  quantité  réelle 
4*aprè8  l'équation  donnée  ,  que  si  a  >  j:*;  11  est 
clair  qu'on  aura  finégalité  a*-f-  6ax>3a;4;  dAic  la 
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Taleur  de  ^^  est  essentiellement   négative  ,    et    par 

conséquent  la  courbe  de  l'équation  donnée  présente 
•a  coacayité  dans  tQut  son  cours  i  Taxe  des  abscisses. 

SIIL 

De  la  Méthode  des  tangentes  pour  les  Courbes 
planes  j  considérées  par  leurs  équations  entre 
les  coordonnées. 

98.  Soient  y   et  a/  les  coordonnées  de  la  sécante  «.-.31 
NÊHL)  y  et  a:  ceQee  du  point  E  de  section;  ce  qui 
donne  pour  équation  de  cette  sécante 

.  fiinfeNG  ^  ,       . 

^-^=sTïïîfSS^^-^)- 


^^^^   '  NHG  ^  A^'  ^^°^  généralement  Téquation 
de  la  sécante  est 

^el  que-soit  Tangle  YCX  formé  par  les  coordonnée^. 

99.  Mais  faisant  tourner  la  sécante  NL  autour  du 
point  E  en  V  éloignât  de  Taxe  AX  dans  la  figure  3^ 
et  la  rapprochant  du  même  axe  dans  la  figure  4,  les 
deux  points  4e  sections  se  rapprochent  sans  cesse ,  et 
par  conséquent  les  quantités  A  y  tt  à.x  diminuent 
ê^ns  cesse  ,  sans  altérer  les  coordonnées  y  (£D) , 
'x  (CD)  qui  restent  les  mêmes  dans  ce  mouyement  de 
rotatioa  de  la  sécante;  enfin  lorsque  le  point  mobile 
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Fig.3, 4.  de  section  H  se  coofond  avec  le  point  fixe  E^  ce  qui  est 
le  cas  où  la  sécante  devient  tangente^  on  a  Aa;=:o. 
et  A j^  =2:0  ;  donc  représentant  suivant  la  notation  que 

nous  avons  adoptée ,  par  -*^  ce  que  devient  -j2.  lorsque 

les  deux  tenues  de  cette  fractjon  s'évanouissent  simulta- 
nément ,  on  aura  l'équation  (87)  qui  se  réduira  à  celle 

laquelle  est ,  conséquemment ,  l'équation  générale  des 
tangentes  des  courbes^  îpiel  que  soit  l'angle  formé  par 
les  cpor4onpées, 

icp.  J^a  forme  de,  l'équation  (88)  nous  indique  que 

-f-  exprime  le  rapport  du  sinus  de  l'angle  formé  par  la 

tangente  avec  l'axe  des  abscisses  an  sinus  de  la  diffé- 
rence de  ce  même  angle  à  celui  des  coordonnées,  et 
par  conséquent  la  tangente  trigononi étriqué  de  l'angle 
formé  par  la  tangente  de  la  courbe  avec  l'axe  des  ab- 
scisses lorsque  les  coordonnées  sont  rectangulaires  ;  ce 
qu'au  reste  on  pourrait  déduire,  à  priori,  de  l'équa^ 
tion  (88) ,  en  observant  qiie  pour  un  point  quelconque 
de  la  tangente  BEF,  on  a 

•     fc2:^îiîL^:orBED=.yCX-EBD; 

donc ,  etc. 

101.  Faisant  dans  l'équation  (87)yi:so,  on  a 

a^-x=— ^,    on    a?  +  (— 0^)=-^; 

.  mais  le  signe  qui  affecte  a/  ou  CN,  n'étant  dans  4a 

figure 
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figure  3  que  relatif  à  la  position  de  trttliBhàbscàsa'paT  ^'^  ^A' 
rapport  aux  abscisses  .positives  comptées  depuis  Tori- 
gioe  Cyérs  X,  on  aura  CÔ^-fCN  (fig.  Sf  )  et  CD^^CN 

(  fig.  4  )  ,  00 ,  pour  les  deux  figures ,  DN  ==  -^ .  Donc 

reprAeentaiit  par  (  8 .  «  )  la  sovn^séeaûte  xlmia  courba 
plane ,  on  aura  généralement  .        i   - 

(s..)=^^,:..:w.-     ,     ■ 

^  loa.   Donc  aussi  représentant  par  (3;t  )  1^  .«ous^ 
tangente  d'une  courbe  plane,  on  aur^^^à  cause  de 

la  réduction  de -^  à  -r-dans  le  cas  particuliei-  où  Tet 

deux  point»  de  settionfe  se  rl&uniBsairt  -enHi^-stnàl  ni 
donnent  plus  qu'un  point  de  tangence ,  ré<]^uati9n 

-         (S.t)=^^.....(9o).^      _      ^ 

.  1«.  Les  quatre  équatiqnsj(87) ,  (88) j  (^),  (^p)  qytp 
lious.  venons  de  démontrer  ,  sont  extrémeinent. utiles  et 
•reiûàrqtiàbles  pair  la  pronipâtédé  a^ec  l«cpielle-iàliei 
donnent  les  équations  des  sécantes  et  tangentes  /  ainsi 
que  les  ejcj^resiions  des  floufr^sécantes  ètcsoias^angentei 
d'une  courbe  quelconque  donnée  par  son  équation  ,  et 
quel  que  soit  l'angle :des  ooùtdonaées.'  Mais» pour  plot 
^e  facilité  ,  l'angle  des  coprdonnées  pouvant  être  pris 
'  à  volonté  sans  dénaturer  la  courbe ,  l'on  est  convenii 
de  prendre  cet  angle-là  droit  ,  et  aloré  il  èst'élair  qu^ 
r^ésentant  par  of  et  €i  les  tangentes  trigonQitiétrjques 
dleJ'angle  LNX  de  laisécaàte  avec  l'axe  des  absci§ses.| 
et  de  l'angle  FBX  de  la  tangente  avec  le  même  axe^ 
Ton  aura 


(90....^=^.      a=^....C9a> 
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FjHjBonB  àdcrappUcationi.  .  •      ^ 

i    lo^^. Trouva  téguatiçn  de  la  sécante  des  sections 
coniqufiSi  ep  tèxpfession  dé  leur  sous-sécante. 

On  sait  que  Téquation  générale  de  ces  cburbes 
pÊtit  tov^/outê  être  raaieiiée  à  trois  termet  »  et  de .  to 
forme 

y=Px  +  Qx*.. (a), 

en  représentant  par  P  le  paramètre  au  premier  axe , 
et 'partît  le*(]^otient  de  ce  paramètre  divisé 'par  fàiie 
.princfipàl. 'Prenant  la  diSfërience  de  l'équation  (û)  ; 

îl\ii^n^-i^  vt.r    ,      :  .    ,  .'  -.  '  1 

d  où  Tondre 

A^=— jrd=V|j^+PAj|r+flQxAa:-fQAx»3. 
î^iyisaât  eiette^  équation  par' Ajt;^  et  substituant  la  yalëor 
ide-3-f!  4«0S  Téquatioi»  ($7)»  ou  aw^airéquat^on  d^. 

■*    -  .  ^'"'  *:-    -  •  Av  *      '    ■        ' 

aiand;ée;:ftBinFer8aiitla  ytiemr  de  -7^  ^  àSa  d*av(nr  celte 

A  X 

A  y 

dé^-^i  et  multipliant  cette  Taleor  par^  ,  oir  ànra 

TeXpression  de  la  sous^écante  dés  courbes  du  seconci 
l^egré  tiquât,  (89)].       '1 

C'cfst  le  dernier  exemple  que  nous  donnerons  po«r 
les  sécantes  dont  on  fait  ua  bîôi  moindre  osage  que  de» 
tangentes. 

io5.  Trouver  [équation  de.  la  tangente  des  couines  , 
du  second  degré.  ^  ^  * ..    . 
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IKfCéreiildaiit  riqaatkm  X^)  de  faftiek  ptteèdent, 

oik  a  ;   '  '     ^ .    ' 

t  =  î^: W.. 

donc  Véquatioii  aux  tangentes  des  sections  coniques  est 

106.  Trow^  r,expfression générale  des  set^s-^tangentèÊ 
des  sections  coniques, 

'  Renvertot  Téquatôoii  ija)  de  l'article  précédent ,  et 
la  aktûtipliatkt  ensuite paryioiî  a  pour  tout6#}et  eourbes 

du  second  degré  ^U-^  ,  ( 

Da^  la  parabole  ,  l'on  a  Q  =  o  et  j^  =  Px;  donc  la 
sous-tangente  de  cette  courbe  est  =£  âx  ^  ce  qu'on 
sait  déjà. 

107.  On  appelle /og-antAmû/u^,  la  courbe... CDElI...  pig.  5^ 
dont  chaque  abscisse  A&  est  le  l6garitbffle  de  l'ordon- 
née correspondante  B£  dans  un  système  de  logarithmes 

qui  a  sa  base  h  ddtniéé  dir^eâiént ,  od  dénuée  par  lé 
module  (*).  Ainsi  l'équation  de  la  logarithmique  ^ 
^=CLOy,ou 

donc  xiette  fourbe  s'é|»nâ  indéfiniment  du  côté  deh  s$ 


l*)  Paisse  représentant  par  m  ce  modale ,  00  asic  qat 

-  ,    m*       m' 

*  =  I  -♦-  w  +  —  •♦-  --«  -4-  etc. 

11.. 
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Fig.  5.  positifs ,  en  s'élpigoant  sans  pesse.  de  Taxe  AY  dè&  cf^ 
données  ;  et  elle  s'étend  de  rnêm^  indéfiniment  duçôti 
des  abscisses  négatives^  en' se  rapprocbant  sans  cesse 
de  Taxe  BX^  des  absôisses,  sans  pouvoir  jamais  rat-* 
teindre  rigoureusement  ,  puisque  ^  quelque  grand  que 

Von  suppose  Texposant  x  dans  Téquation  ^  =  t^  , 

l'ordonnée  ^  pourra  devenir  plus  petite  qîie  toute 
quantité  assignable ,  mais  jamais  nulle.  Donc  l'axe  des 
abscisses  est  assymptote  de  ja  logarithmique. 

Faisant  successivement  x=t  o  etx:=:  i  dans  l'équa- 
tion (a)  ,  on;  ^y^sz  i  ety  c^i  ;  donc  Tordonnée  AD 
qui  passe  t>«uri^  l'origine  A  4e^  abscisses ,  est  %aU  à 
l'unité  ,  et  celle  B£  qui  correspond  i  l'abscisse  AB=  i , 
est  égale  à  la  base  b  de  la  logarithmique. 

108.  DifFérentiant  l'équation  de  la  logarithroi^e 
[^équat.  (a)  de  l'art,  précédent  3  ,  on  a 

■£^  =  b'lbz=zmb'^my;      ^        ^ 

donc  l'équation  delà  tangente  à  cette  courbe  est 
y  r^y  =  my(x' '*$:)..., (a). 

d'Y  doc 

Renversant  la  valeur  de  -f-.  afin  d'avoir  celle  de  -t~  . 
dx'  dy  ' 

On"  a  .     .*  .  - 

d£  _  *"^. 
^     '    m  *      * 

et  multipliant  cette  dernière  équation  paf  celle  (a) 
de  l'article  107  »  il  vient 

^«"•CS;"»^ WV 
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donc  la  sous-tangente  de  la  logàrit|)mîqne  esteonstante  ,^g.  5. 
propriété  très-rëmarqnaMe  de  cette  courbe.  '* 

De  même  que  pour  les  logarithmes  qui  sont  appeléi 
naturels  dans  le  système  qui  a  pour  module  Tuoité  » 
nous  appellerons  logarithmique  naturelle ,  celle  dont  1» 
module  seraTunité,  c'est-à-<dire  qui  aura  pour  sous-tan-^ 
gente  contante  Tunité  ;  telle  est  la  logarithpiique  re«< 
présentée  parla  figure  5. 

Lçs  abscisses  de  cette  courbe  croissant  comme  la 
suite  naturelle  des  nonabres ,  il  est  clair  que  chaque 
tangente  coupe  Taxe  des  abscisses  au  pied  de  Vordon-^ 
née  qui  précède  immédiatement  celle  qui  aboutit  au 
point  de  contact. 

1 09 .  La  sous-tangente  de  la  logarithmique  qui,  comme 
nous  venons  de  le  voir,  est  constante»  étant  prise  sur 
Taxe  assymptotique  XX',  devient  variable  lorsqu'elle 
est  prise  sur  Taxe  AY  qui  coupe  la  courbe  à  son  som- 
met D.  En  effet,  prenant  AY  pour  axe  des  abscisses  ,  * 
«t  XX'  pour  axe  des  ordonsées ,  ce  qui  donne  pour 
Texpression  des  sous-tangentes  des  cdidbes  la  quantité 

-^ ,   en  représentant  par  x  les  ordonnées ,   et  par 

y  les  abscisses  ,  on  aura  par  la    différentiation  de 

réquation  y  =z  b*  ,    celle   ^  =  mè*  ,  d'où  -^    ou 

(S  .  t>:pmxy  ,  quantité  qui,  évidemment,  est  va-,        * 

riable  :  car  ai  Von  avait  a^  1=  à  une  constante  c  ,  d'oô^ 

c  '  ^ 

x=-;  on  parviendrait  àVéquation  manifestement  ab-* 

aurde  c  =  j^.(Lj)^. 

Dans  la  logarithmique  naturelle ,  Ton  a  pour  d:=x  1  ^ 
la  iousr tangente  AF=& ,  ce  qui  est  le  cas  représenté  pa(- 
fca  fiçnre  5.  •   .       '  * 
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Vog.  S*  iio.  RepréstDtant  par  «i  Tangle  formé  par  la  tao^ 
gente  à  la  lc^tI^Biqtta  et  VdM  asqrmptotiqof  X'X  ^ 
on  aura 

tangtf  =  -r*-=  m&*=7  7iiy  ^ 

donc  (L»1  tang  «  ==?  (LO  m  +  (U)  jf , 

ou  (Li)tang#D(Lj)ni  +  a?..,.(a). 

Donc  «i  dans  la  IpgarithnHque  ayant  pour  base  la  quan« 
tité  b ,  on  ajoute  à  Tabscisse  x  d*an  point  quelconque 
de  la  courbe  »  la  quantké  constante  (L»)  m  ,  on  aura 
dans  le  même  système  logarithmique ,  \e  logarithme  de 
la  tangente  tcigenométrique  de  Fangle  formé  par  la 
tangente  de  la  courbe  correspondante  ârabsckse  x,  areo 
Taxe  assymptotique  pris  pour  axç  dçs  a?. 

Faisant  111=  1  ^  Téquatioû  (a)  m  rédvit  à  cella 

/tang  (»z=ix .-.,.(*). 

ce  qui^  au  reste ,  aurait  pu  se  trouver  à  priori ,  eu  efaser* 
irant  que  dans  klogarithmiifttt  naterette^Ie  ediii  defangle 
droi^d)acent  jfctngle  aigu  formé  parla  tangenta  et  l'axe 
des  abscisses,  étant  égal  à  Tunité  qui  est  le  rayon  dea 
tables ,  nécessairement  Tautre  côté  de  Tangle  droit»  c'est- 
4-^ire,  Tord^uftée  QorresjpoisdAntty»  eeC  k  tangaftta 
trigonométrique  de  cet  angle.  ; 

f ig.  6.  1 1 1 .  Si  Ton  conçoit  qu'un  cercle  ALM  tangent  à 
une  droite  X'X  roule  sur'  cette  dernière,  jusqu'à  ce 
^e  le  premier  point  de  contact  A  ayant  fait  toute  une 
cérplutioa  autour  dn  cei^^  diU  jc^^I^  gcAéi^e.ur ,  s# 
retrouve  en  A"  sur  la  directrice  X'X  ,  la  courbe 
AA^A'^A*  engendrée  dans  ce  mouyement-de  rotation 
par  k  point  A  du  cerok  générateur ,  e'appelle  cyclotie; 
li  droite  AA''  comprise  entve  ks  deux  sommets  A ,  A*. 
^t  dont  k  longueur  est  éyidenxment  celle  d^  k  ^'rcoAx 
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firénce  da  cerck  générateur»  so  nomme  l^  grand  ^uce  Fig.  A 
de  Ja  cydoïde  ;  enfia  ,  le  diamètre  Ji^M,"  du  cercle  gé<- 
nératenr  y  lorsque  ce  cercle  a  ^t  une  demi-réyolutioa 
auteur  de  jon  centre,  étaût  éyidémméDtperpeidlcu- 
Jaire  sur  le  grand  axe  »  et  divisant  la  courbe  en  deux 
parties  égales ,  s'appcHe  pept  axe  de  la  cjcioïdf . 

lis.    Cherchons   maintenant   Téquation'  de    Cette 
courbe.  Pour  j  parvenir ,  considérons  le  cercle  géné- 
rateur dans  Tune  quelconque  de  ses4)08itions  A'UM'F^ 
du  point  A'  menons  la  parallèle  A'I  au  grand  axe  ,  et 
menons  les  cordes  A^F ,  CM*  :  il  est  clair  qtte  ces  deux 
droites  sont  égales  et  pat  conséquent  parallèles ,  puis- 
qu  elles  sont  comprises  entre  deux  parallèles  et  sou- 
tendent  des  arcs  de   cercles  de  même  rayon  .compris 
cfitre  les  mêmes  parall^s ,  et  par  conséquent  égaux, 
Donc  les  deux  triangles  GIML*  et  A'BF  sont  égaux  ; 
d'où  il  suit  que  BF=GI=sînGCM^=slnA'DF: 
lllais  Parc  A'DF  du  cercle  ^ératenr  est  égsà  à  eoa 
développeuMarAFj  dw»c  représentant  par  ^  Tare  dé-r 
veloppé*A'l5F,  par  a:  et^  les  coordonnées  rectamgnn 
laires  AB ,  A'B ,  et  par  r  le  rayon  du  cercle  généra*- 
teiir ,  on  aura  les  deux  éqnatîons 

(a) X'î::»— sinâ»     et    jr=f  —  cos«. . .  .(J)  , 

qui   peuvent  être    considérées   chacune   comme  une 
é(|uation  de  ta  courbe.  , 

1 13.  Mais  si  Ton  veut  avoir  Téquation  de  la  cycloïde 
entre  se»  coordonnée»  rectangulaire»  x  hj^  il  fitecka 
éliminer  t$  entre  les  équations  (a)  et  (&>  dei  Taiticln 
précédent.  Or  ,  d«  la  première  de  ces  éqnatione ,  01^ 
tire  «  !=ar  +  l/f*— eo8^#,  et  ée  la  se^oode ,  oi>liT# 
cos  0fï=ç  r— ^  ^  donc 

ai=:jp+>/nry-*y» 
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^gî  6.  et  sobstitriant "cette  valeur  dans  l'équation  (&)  de  Tar^ 
tîcle  précédent^  on  a 

y  =  r— tx>8  [x  +  i/ary  —y] (a). 

Il  reste  à  résoudre  cette  équation  \  c'eft-à-^ire ,  à  cber* 
cher  la  valeur  d*uhe  fonction  d'une  seule  variable  en 
^etioni  de  Tautre, 

Développant  le  cosinus  qui  est  dans  l'équation  (o)  ^ 
il  vient  •  *  • 

ry=f*— <osx  coê  v/ary— y*4-  V/r*— cos*x  sin  ^/ary— ^^ 

isolant  le  dernier  terme  >  et  éleyanf  au  quarré  les  deux 
membres ,  on  a 

i*(y-r)*'^aK^-y^cosx  coë  |/  aj)r-;y*-4-cot*Jt:co8^  V  ^^-^ 
==  r*.8in' v/aryî—y— -cos^wcsin' |/ary— y  ; 

transposant  le  dernier  terme  dans  le  premier  membre  i 
et  ordonnant  par  rapport  a  r  cos  x,  il  vient  l'équaticoa 
du  second  degré  •     '  *      • 

(rco8x)*+a  (^"^  '')  c<>8  t/ary— ^'•(r  coax) 
—  r*sin*  V^ary — y— r*  (jr  —  r)*, 
laquelle  étant  résolue  et  ensuite  divisée  par  r,  donne 

équation  d^mAdé^  dela.cycloïde»  dans  laquelle  il  fau-» 
draity  si  l'on  s'en  servait,  rédiûre  la  quantité  V^ary— y*- 
en  parties  graduelles  du  cercle  ,  lorsqu'elle  est^précédée 
de  la  caractéristique  trigonométrique  cos  ou  sUu 

1 14'  Cependant  cette  équation  (i)  fart.  1 13]  de  la  cy- 
f  loïde^  étant  fprt  complîquéepar  les  radicaux  et  les  tranit 
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ceadante»;  nous  nou« servirons  pour.ayoir  <uccesfiYe-  Fig.  6- 
tneot  l'équation  différentielle  de  la  courbe  ^  Téquation  de 
la  taegeiite  et  l'expression  de  la  sôus-tangente,  des  équa-* 
tioDâ'(<j)  et  (&)  de  Vart.  iiâ^  dans  lesquelles  Télinii- 
nation  de  «»  s'opérer^  par  la  simple  diflPérentiation  et  la 
pombioaison  des    équations  diiFérentiellei.  £n   effet, 
prenant  d'abord  Iç  rayon  r  =  1 ,  afin  de  faciliter  ,  ou 
du  moins  afin  d'abréger  nos  calculs,  nous  réserrantde 
le  rétablir  dans  l'équation  finale ,  suivant  la  loi  d'ho- 
mogénéité qui  doit  exister  dans  les  équations  exprimant 
les  relations  des  grandeurs  géométriques  ,  nous  trouve-  - 
rons  que  la  différentielle  de  ^équation  (a)  ^art.  1 1  a]  est 

clr=<£p(i— rcos(»)=^dû#  [équat.  (6),  art.  iia], 

çt  différcntiaAt  l'équation  (i)  [art.  ua],  il  vient 

dyzzssm  esd^^doù  x/s^y^-y^  donc  ^g;  ^^^"^^1 

%  ^        y 

on,  rétablissant  l'homogénéité  avec.  le  rayon  r,  on  a 

i=j^......w.  ' , 

ce  qui  estféquation  différentielle  de  la  cycloïde;  donc 
l'équation  de  la  tangente  KA'  de  cette  courbe  est 

y-y^}^^^!OL^^J^^^ 

Enfin  divîAnt  les  deux  membres  de  l'équation  (a)  par 
y ,  et  renversant  la  fraction  résultante ,  l'on  a  pour 
expression  de  la  sons-tâogente  ' 


•co. 
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^-  ^-  Il  est  extrêmement  aisé  de  constroire  cette  Tdlemr, 
8e  (S-.t),  puisqu'on  il  déjà  GI /moyenne  proportiou- 
tielle  entre  M*l(=y)  et  A'I  (=rfir-«*y),  qviett 
égale  à  l/ary— y'  ;  ainsi  prenant  sur  lA'une  longnenr 
lE  =  IM',  et  du  point  E  m€?ntot  EH  pardlèle  à  GM', 
on  aura  IH  qui  8era=  (S .  t)  j  il  n'y  aura  donc  phis  qu'à 
porter  cette  longueur  de  B  en  K  sur  Taxe  des  aï>8Ci9êes  ; 
ce  qui  donnera ,  compris  le  point  de  tangenee  A^  dé  Itf 
tangente ,  les  deux  points  A'  et  R  de  k  tangente  A'K. 

Fig.  3     1  iS*  La  normalS  étant  perpendiculaire  à  la  tan^ 

et4-  gtnte  au  point  de .tao^^ence  ,  il  est  clair  que  la  tan* 

gente  trigonométrique  de  Tangle  EBX  formé  par  la 

tangente  avec  l'axe  des  abscisses  ,  étant  ^  (art.  io3) , 

celle  de  l'angle  ESX  fermé  par  la  normale  ES  avec 

dûc 
ïsa&degx  swa  —  ^î  <Ionc  Téqvation  générale  d% 

la  normale  des  courbes  planes  est  » 

1 16.  Faisant  dans  cette  équation j^'  ==  o  ^  on  a 

mais  loraqpey  jc=  o  ^  c*est-4r-dire  aè  point  S  où  la  nor- 
male coupe  Taxe  des  abscisses ,  on  a  jc^  =:  CS  ,  donc 
x'— X  =  CS  —CD  =^  la  sous-normale  SD  j  ^nsi  repré-, 
sentant  généVaTemcnt  la  sous-norma)e.par  (S .  n),  on  aura 
pour  toutes  tes  coutbes  planes , 


,CS.n)=-^....,(94). 
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117.  Ainsi ,  1*  multipliant  le<  doox  membrea  d« 
Céquation  («)  [art.  io53  par^^  oa  auar^  pour  toutet. 

tes  aectioxM  conique^, 

(s..),£b2i „. 

1 18.  ft^  Dsius  la  logarithmiqtie  on  a  l^s-  S* 

^  =  «»y(art.  108), 

•t  muItipHaat  les  deux  msiabras  par^>  îl  ^ient 

(S.n)  =  7Tiy»  =  mô»*. 

Fusant  a:=co,oaa  (S.n)  =  m;  donc  dans  la  lo- 
garithmique naturelle  ^  où  Ton  sait  qu^  m  =  1 ,  la  tan^ 
gente  GD  et  la  normale  DB  qui  aboutissent  à  Torigine 
D  de  la  courbe^  sont  toutes  deux  =  (/â. 

1 19.  3*.  Multipliait  les  deux  membres  de  réqaati<m  Fîg-  6. 
(a)  [art.  1 1^3  9^ y  »  ^°  ^  P^'^  '^  cjcioïde 

•§     ou     (S.n)BF=V^afy-y: 

Mais  nous  avons  déjà,  vu  que  EP  =s  Gl  (  arf.  iist  )  ; 
donc  la  droite- A'F,  parallèle  à  celle  CM",  est  normale 
de  la  cyclo'ide  au  premier  point  A'  •,  ce  çui^  donne  un 
moyen  bien  simple  de  mener  la  normale  ,  et  par  con- 
séquent la  tangente  à  un  point  quelconque  A^  de  la 
cydloïde.  Sur  le  petit  axe  A*  M"  de  la  courbe  , 
comme  diamètre ,  décrives  une  circonférence  de  cercle 
A'OM'^L*  ;  du  point  A'  de  la  cycloïde  oà  vous  voulez 
mener  kl  tangente  ^  abaissez  la  perpendiculaire  A'I  sur 
le  petit  axe  A*M"  ;  joignez  les  points  d^intersection  O 
et  de  contact  M''  par  la  droite  GM^;  ensuite  du  point  A' 
menez  la  droite  A'F  parallèlç  à  celle  GM",   cette 
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Kg.  6.  droite  A'F  est  la  normale  demandée,  et  de  plus  elle 
détermine  sur  le  grand  axe  AA*  le  point  F  de  tangence' 
de  l'axe  et  du  cercle  générateurs  à  l'instant  où  il 
Tient  d'engendrer  le  ^int  A'  de  la  courbe,.  Menant 
ensuite  une  perpendiculaire  KA'  à  la  notmale  ,  cette 

perpendiculaire  est  la  tangente  au  point  A^  de  la  courbe. 
'  Ce  moyen  de  mçner  une  tangente  à  un  point  donné  de 

la  cjcloïde ,  est  plus  simple  et  plus  élégant  que  celui 

indiqué  à  l'article  ii4* 

Fîg.  3      lao.  n  est  aisé  de  Tpir  que    la    tangente  £B  que 
**  *•  nous  représentons  par  (T),  étant  l'hypoténuse  du  trian- 
gle £DB  formé  par    cette  tangente   EB ,  l'ordonnée 

.  ED  (^y  ) ,  et  la  sous-tangente  DB  (=  ^^)  t  on  aura 

lai.  De  même  la  normale  ES  que  nous  représente- 
rons par  (Nj  ,  étant  l'hypoténuse  du  triaogle  rectangle 
formé  par  cette  normale ,  l'ordonnée  ED  (=:jr)  et  1^ 

jiious-normale  DSr=  ^^)  %  " 

^^^iV^EL (36). 

laa.  Lorsque  la  courbe  coupe  l'axe  des  abscisses  » 
comme  cel^  a  lieu  dans  les  figures  3  et  4>  1&  partie  BG 
de  l'axe ,  comprise  entre  les  points  C  et  B  où  l'axe  est 
rencontré  par  la  courbe  et  la  tangente  ,  s'appelle  inUr^' 
'  ceptée.  Or,  BC=ÉD  —  DC  pour  les  courbes  iton- 
caves  (fig.  3)  ,  et  BC  =  CD  — •  BD  pour  les  courbes 
convexes  (  fig^  4)  ;  donc  représentant  par  (ly  Tinte]:** 
çeptée  BC  ,  on  aura 

ÇD^yJ^^ (97).. 


, on  aura 
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1  â3.  Nous  appellerons  co-interceptée  Vordoiinée  CM 

àe  la  tangente  B£  qui  a  pour  abscisse  Vinterceptée 

BC  on  (I).  Or ,  les  triantes  semblables  BCM ,  BD£ 

donnent  CM  =       '    ■  ',  donc  représentant  par  (Ci) 

la  co-interceptée  CM ,  on  anra  > 


"(c.i)=i:^4^ 


dx 


.(fl8). 


isi4'  L'expression  de  la  co-interceptée  d'une  courbe 
€û  iPoncfion  de  x,  est  très-utile  pour  connaître  si  une 
courbe  est  assymptotique  ;  car  si  faisant  dans  la  valent 
de  c€%te. ligne  a;=oo  ,  elle  te  réduit  à  une  quantité 
constante  et  finie  ^  t^'est  la  condition  pour  que  la  courbe 
soi^assymptotique  :  si  au  cgntiraire^  cette  valeur  devient 
imaginaire  ou  infinie  lorsque  x  =  00  ^  on  en  conclura 
que  la  courbe  n'a  pas  d'as^ju^ptote  coupant  cet  axe.   . 

Par- exemple^  dans  les  sections  coniques  dontl'équa* 
tion  générale  estj^  s=Pa;  +  Qx*  (art.  lo^)  ,.on  a 

-  di  y      ^ 

et  par  conséquent  y  ,       , 

Px  P 


1  P 

et  faisant  ar=»-,  ona.(C.i)=s:  — -=1;  or^  dans 

l'ellipse ,  Q  est  négatif;  donc  cette  courbe  n'a  pas  dW 
qrmptotes.  Dans  l^jrperbole ,  Q  est  positifs  donc  cette 
courbe  est  assjmptotique.  Et  enfin  dans.Ja  ,par4bole  jr 
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VkAï  a  ÇteiO',-  ee  qtri  donne  (  C.î  )'==  œ  :  alxisi  cefta 
dernière  conrbe  n>pas  d'^tes^mptotes. 

iflS.  II  e$t  à,  propos  de  renarqQfzr  que  cette  règle 
sést  endôfâut  lorscjne  Txxa  dès  demc  axes,  ou  uûe  droite 
parallèle  â  Tun  de  ces  sofiê^  est^pnptota  de  la  courbe; 
mais  alo,s  on  trouve  pour  x=  oo  ,  une  valeur  nulle 
de  y  si  r»e  des  X  est  ààsyiti^tot^ ,  op  une  valeur 
"finie  de^ ,  si  t'est  une  parallèle  à  Taxe  des  x  qui  est 
assymptote.  De  même  Ton  trouve  pour  jf=îoo,  une 
valeur  nulle  ou  fiïiie  de  -.x ,  si  VaM  des  y  ou  «ne  lign» 
parallèle  à  cet  ay^Q  est  asaymptote, 
^ar  temple ji.^  eôté  àés  x  négatifs ,  on  a  dans  U 

équation  qiïi  flonnëy  :^o  lors^e  i*  =  oo  ;  d'où  il.  suit 
4ue  l'axe  d€§  9Îmmtê  eot  ustjtnptDtQ  dk  la  courbe. 

120.  Notis  finirems  ce  parâgfapLe  par  observer  que 
les  valeurs  particulières  bon  'affectéaède  diflPérentielles  , 
des  tangentes ,  normale» ,  mtefceptées  et  co*intercep- 
tées ,  se  déduisent  si  aisément  des  valeurs  corre^ppa- 
dantes  des  sous-tangentes  et  sous-norhiales ,  qu'il  e#  peu 
nécètofe-e  de    se   servie   de#  fbrtnulea  différen^e^le» 

S  IV- 

I      ' 

De  liàmèthode  dés  Tangentes  pour  les  Courbes 
.   filants  dont  iei  circ^nstmnc^s  sont  dormiez 
par  leuts  éipuuions  polçinçs. 

fi^^  ^,  '    liy.  SI  ron  coà^  qu'une  droite  PJf  de  longaeur 
ipoHablé  ^  ioitlrne  éblû  un^  même  pian  avtoar  d'un  point  f^ 
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pris  SUT  un  axe  AX  ,  en  croissant  ou  diminua  suivant  ^-^  » 
une .  certaine  loi  dépendante  de  son  inclinaison  IPX , 
H  exprimée  analytiquenijsnt  par  nne  équation  e^tre 
ces  demc  variablee  ;  TextréiÉité'I  éa  Ul  droite  yariabb 
PI»  qu<m  apneHe  fcgniif  vficUwr^  décriera  àÊBé  m  ixv** 
tadoo'éiitonr  an  pûnl>;^3ie-  P|  ipi'on  ^ppeUe  pHé^  une 
ooqrbe  AFIN..»  d^nt  les  cixoniitaDMe  çeiiont  données 
par  réqnatioa  qm  esp^^iaft^rk  velatién  existante  entt« 
fer^yon  Yeoiew  ^I^^m^ooié  repvéïiuiteraDS  par  v^ 
•t^lfan^  variabb  IPXd'inQlmaison.de  qe  rayon  »  que 
ncNMi  ajsfwllerons  «e&omaii»  (^)  et  T^préécnterons  par  «4 
C^eiquatiom,  «pie  Tcxi  pent  généndpâkeiitrcpréeintev 
par  F  (v  ,  «)  =  o,  s'apfwUp  é])udiùn  po^atirè  de  k 
Qourbe.  L*on  ^  ai^  apurai  de,  cette  ^légjKalion  ,  même 
pour  les  courbes  que  Jeur  nature  semble' particulière- 
^^«tappelec  à  6tj»  considèréei  d'après  leurs  éqnationâ 
•itfreies  coordoa8le8;telleé.sontles8ectianBfioaii^e8y 
et  entr'autns  Tellqiserqni  %nM  seiisîUètiisnf  k  tra*^ 
jectoire  des  planètes  antpur  du  £K^Iei]^e;t.que  les  astro- 
nome^ considèrent  presque  toujours  par  leurs  équations 
ptilaîrès.       '       '  ■  '  •''  '"^'  ^'    '  '-"^  '*•  '  '^'^  ^  î'  ^^'^•"  "  '   ^ 

ia8.  Prenant  l'origine  des  ^Coordonnées  rectangulaires 
9a  pâte  E  da kjcottfa»^  ikastaWrlqua >ka é^tiona 
de  relafion  entre  le  rayon  vecteur  IP  (v)  ,  les  coordon^ 
nées  rectangulaires  PQ:<«5|!^r<Jf  (y  >'it  Tangle  d'ano- 

*    ' i  7    ,'    A 

,  •(**)  Qïïowr** *****  d4aQ^»n?ition  yi^  ae  soit  ^ploy^  jusqn.^À  pr^- 
^t'dans  in  sciences  ^«cèèè\  <^d'ett'  aétroùdMife  ^  'pbif^ntf lyier* 

noifiX  de  mon  Traité  de  ]Ya¥i§0t«i^)ui\px9^v^p^\i^^mti 
oœ  Ton  peat  généraliser  cette  d^omination ,  lonqne  i'on  consi« 
Aie  ItÎMobuflMS  pa^  lity  é^Éâiëia»  petrites>  CS^etf  cd  ({ie  >'ei  hit 
4hm>  c«i  ewn^f.  :  ;    ^  'i  :.,..?-  n  v.  ^    . .  ^ 
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17^  tÎALCÛLfl  DméRE/Sfîit 

fig,  y.  malîe  IPQ  (a)  sont 

'{i/*=y*+a?*,.  ^.===  •'^î^  *     ®t    x=v  C03  «e} . ,  .(99^^ 

Ainsi  »  parr  le  moyen  -de  deux  de  ce»  trois  équations  > 
lune  dVlfes -étant  toujonrs^le  i^mrhmt  de  la  combinaisoii 
des  deux  autres  ^  Ton  poorrm'îiaseer  de  Téquation  aux 
coordonnées  d'tme  courbe 'à  son  éqtration  polaire  ,  et 
réciproquement.  Far  exemple  y  i-epréaentant  respecti-^ 
yement  par  ùA  et  aB  le  premier  et  )e  second  axe  da 
l'ellipse  ,  et  par  la  lettre  e  son  excentricité  ;  enfin  pre- 
nant Torigide dès cooïdomiées.att  foyer  P  ,  on  a  pour 
équation  de  i'etiipse  entre  aeç  coordonnées  reotangu-' 
kires  PT  (x)  i  FT<y) /celle 

Or,  ^r*cav***-'j:*(  première  équation  du  groupe  ggj; 
dond,  substituant  cette  Talmr  de  j^;  et  aprèa  cela  pm^ 
tant  -«^  A'^x^  dana  le  second  membre',  on  aura 

AV  ^É^  +  ^Jc*  +  flB*ea?, 

et  prenant  la  racine  quarrée  des  deux  membres  ^il  yienl 

.,   ,   ,   .Ap^==Ç*  +  ex;     - 

msM'vtfia  «it^sos  <i: (; tnâsièmls  éqnat.  ^U'  groupe  (99)3  / 
doue  .  •       * 

,   .  ^    ,.      Ai'^sr  B* +^  cos  »  , 

B* 

d'où  «^=7 — -^ (fl)p 

A — eqos  «  ^ 

ce  qui  lest  l'équàtio^  po^re  de  Telllpse  dont  on  fait 
un  grand:  usage  ea  AstronoBiie  {  voyez  la  nota  JX  de 
mon  Traité  dé Nàvigùtian).  •• 

1129.  iSçit  menée  une  sécante  quelconque  UFI»  et 
aux  deux  points  de  sécances  F  et  I  lee  deux  rayona- 

yecteurj 
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rseietirs  PF  et  PI  :  du  pôle  P  comme  centre ,  et  d'un  Fig.  7» 
rayon  égal  au  plua  petit  des  deux  rayons  vecteurs  PF , 
clécriyons  Tare  de  cercle  GHFS. . .;  menons  la  cord^ 
G¥  prolongée  indéfiniment  jusqu'à  K  ;  enfin  du  pôle  P 
menons  kdroîte  PB  parallèle  à  GK.  D'après  cette  cons-* 
tmction^  la  droite  IB  est  une  sécante  polaire  de  la 
courbe ,  et  PB  en  est  une,  SQUs^sécarUe  polaire  dont 
nous  allons  cbercher  l'expression  en  fonctions  des  deux 
-variables  v  et  «  qui  entrent  dans  l'équation  polaire  do 
b  courbe. 

Du  pôle  P  comme  centre ,  et  d*un  rajon  PO  égal  à 
l'unité  »4écriyons  la;  circonférence  de  cercle  OEDC ... 
qui  sera  le  cercle  des  anoihaliés  a}  prolongeons  les 
rayons  vecteurs  PI ,  PF  jusqu'à  leur  rencootce  en  £  et 
D  de  la  circonférence  du  cerde  OEDC.  • . ,  et  menons 
la  corde  ED  qui  >  évideiiiilient»est  parallèle  aux  lignes 
GK^PB.  Cela  posé,  nous  aurone  par  la  comparaison 
des  deux  triangles  semblables  IGF ^  IPfi,  laproportioa 

IG  :  GF  ::  IP  :  PB.....(a); 

mms  représentant  païf  v  le  ta^on  vecteur  PF ,  on  a 
IG  ==  A  V ;  de  plus/l>LE  =t:  A*  ;  d'où 

DE=satini  ÀA'  «t    FG=sai^  sin  i  A«i  ; 

mifin  PI(s=:PG+Gl)  =  v+Av; 

donc  représentant!  la  sous-sécante  polaire  PB  par  (S.sp), 
la  proportion  précédente  (a)  dpnnera  Véquation 

(S.spjra -^ — -f  it/sb^  A«......(ioo); 

i3o.  On  àppelltsous'-tangentepolaire  d'une  courbe , 
la  partie  B^P  d'une  perpendiculaire  élevée  au  pôle  P 

12 
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f  jg.  7.  sur  le  rayon  vectenr  PF  qui  abontit  an  point  de  1}aiH 
gence  F  ^  oomprise  entre  le  pôle  P  de  la  courbe  et  le 
point  B'  où  elle  conpe  la  tangente  B'F. 

Pour  trooyer  l'expreesion  de  cette  eona-tangente  po^ 
laire ,  conuneoçona  par  substituer  dans  le  premier  terme 
du  second  membre  de  ré<{uation  (100)  »  le  déyeloppe- 

ment-  A**** — ^  \^)  "^  ®*^'  desm  -  A«^  ceqm» 

en  divisant  les  deux  membres  de  l'équation  par  —  ^ 
donne 

Mais  £ûsaBt  tourner  la  sécante  BFI  autour  du  point 
fixe  F^  en  rapprochant  le  point  B  de  Taxe  AM,  il  est 
clair  que  lorsque  le  point  mobile  de' section  I  se  trouye 
sur  le  point  fixe  F,  ce  qui  est  le  cas  de  tangence^ 
alors  les  quantité»  Ai/  et  A«  s'éfanouissent  simultané- 
ment^ le  rayon  yecteur  PF  (y^  n*est  pas  altéré ,  la  se-  . 
cante  KFG  au  cercle  GFS  se  diange  en  k  tangente  K'F 
au  même  cercle ,  et  par  conséquent  devient  perpendi- 
culaire au  rayon  vecteur  PF  ;  dpnc  PB',  qui  est  ce  que 
devient  PB  lorsque  la  sécante  BFI  est  devenue  tan^ 
gente  en  F  ,  étant  parallèle  à  FK',  est  aussi  perpendi- 
culaire au  rayon  vecteur  PF  qui  aboutit  au  point  de 
tangence  F.  Ainsi ,  réprésentant  par  (  S. tp)  la  sous-tan- 
gente polaire  PB'^  et  toujours  suivant  la  notation  or- 
dinaire 9  par  -T-  ce  que  devient  la  fraction  —  lorsque 

les.  deux  termes  s'évanouissent,  nmultanément;  on  aura 
l'équation  (a)  qui  se  réduira  à  celle 


Digitized  by  VjOOQiC 


ST  AUX  différences;  1^^ 

ff  où  l'ôû  tire  l'équation 

(S.tp)  =  î^ (toi); 


çui  est  l'expression  générale  des  sous-tangentes  polaires; 
et  que  nous  allons  appliquer  à  quelques  exemples^ 

i5i.  Trouver  la  sous-tangent^  polaire  de  [ellipse* 
DifiPérentiant  l'équation  (a)  de  l'article  ia8^  on  a 

dk  (A — ecostfV  ,^ 

dv  B*e  sia  «(  .    "^  " 

et  muMpliant  cette  équation  membre  i  membre  par  le 

quarré  de  celle  (a)  [art.  laQ,  il  vient  -^-  ou 

<«-*p>^i^ •(*>• 

Pout  térifier  cette  expression  de  la  sons^taugeota 
polaire  de  lellipse  ^  obseryons  que  si  l'on  fait  «e==s  au 
quart  17  de  la  circonférence  du  cercle^  alors  le  rayon 
Tecteur  se  confondra  avec  l'ordonnée  qui  passe  par  la 
foyer^  et  par  conséquent  les  expressions  de  la  sous-tan- 
gente dé  la  courbe  considérée  d*après  son  équation 
entre  les  coordonnées  rectangulaires ,  et  de  la  sous-t^- 
gente  polaire^  devront  être  identiques  :  c^est  Ce  qui  a 

lieu ,  car  la  sous*tangente  — -jr- dans  le  premier 

cas ,  se  réduit  lorsqu'on  fait  x  =  A — e^  qui  estl'abs- 

a*— A*  B* 

ciêse  du  foyer,  à  — »— -  =  —  —,  et  l'équation  (i)  se 
a  e 

—  ^ 
réduit  aussi,  lorsqu'on  fait  «  =  v>  *  (S-lp)=— ^. 

a 

la.. 
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FJg.  8-  iSs.  Soit  supposé  qu«  le  rayon  PB  da  cercle  AE3I 
tournant  uniformément  autour  du  centre  P^  la  droite 
LD  perpendiculaire  sur  la  diamètre  AH,  glisse  unifor- 
mément le  long  de  ce  diamètre ,  et  parcoure  le  rayon 
AP  dans  le  même  tempique  le  rayon  PB  décrit  le  quart 
de  cercle  AB£,  et  ainsi  de  suite  dans  les  autres  parties 
du  cercle  directeur .L*intersection  C  des  deux  droites  PB, 
LD ,  décrit  par  le  concours  des  mouvemens  uniformes 
de  ces  droites ,  une  courbe  ;  • ..  .lACFHK. . .  •  que  l'on 
nomme  quadratrice,  parce  que,  comme  nous  allons  le 
voir  toutàVbeure ,  la  tït)i8ième  proportionnelle  à  son 
ordonnée  PF  et  i  son  rayon  AP,  est  rigoureusement 
égale  à  la  longueur  absolue  du  quart  AB£^do  la  cir- 
conférence du  cercle  directeur. 

Il  est  liianifesté ,  d*apf  et  la  manièi^  dont  est  engen- 
drée la  quadratrice ,  que  dans  une  poâtion  quelconque 
PB ,  LD  des  lignes  génératrices ,  la  partb  AL  du  dia- 
mètre du  cercle  directeur  parcourue  par  la  perpendi- 
culaire DL,  croit  peopottioBneUemeat  à  Tare  AS  par- 
couru dans  le  même  tem[^  par  l'extrémité  B  du  rayon 
PB^donc  £usanf  x^kL  ,  «nAB>  r=;AP,  9:=:AB£^ 
^  ::3  CL ,  on  a  d*abord 

xin:  a:  q,    d'où    tang  «  ==  tang  — (a); 

ensuite  les  deux   triangles ,  semblables   PLC,   PAN 

donnent  l'équation  , 

.._(y'-rr)tangit 
y -p  ,    , 

et  y  substituant  la  yaleur  de  tang  a  (]  équat,  (a)]> 

il  vient 

r — x^        qx  ,j^ 

J  =  --7--tang.X. (ij^ 
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f»  qui  est  Téquation  de  la  quadratrice  rapportée  à  ses 
coonjonnées  rectangulaires.  ' 

i33.  Si  Ton  fait  x=r  dans  Téqnatioa  (6) ,  on  aura 
l'oideonée  correspondante  PF  =  ^»  dont  nous  déter* 
minerons  la  valeur  d'après  la  méthode  enseignée  à  l'ar* 
ticle  60,  en  commençant  à  mettre  l'équation  (6)  sous 

la  forme  y  =  '  :  ensuite  différtentiant  séparé- 

cot-î- 

r 

ment  Its  deux  termes  de  cette  fraction ,  elle  deviendra , 

sin*  -^ 
toutes  réductione   faites  >  ^ »    fi^ction    qui  se 

réduit  à  —  lorsque  Ton  fait  a?  =  r  ;  donc  l'ordonnée 

Ainli  ^  prenant  sur  le  prolongement  de  PA  une  lon- 
gueur AM:=  £F^  on  aurait  FM  qui  serait  géométri- 
quement la  longueur  absolue  du  qusirt  de  circonfé- 
rence du  cercle  AB£>  Si  la  courbe lAFHK. . . .  j 

i  laquelle  la  belle  propriété  que  nous  venons  d*énon'> 
cer  a  fait  donner  le  nom  de  quqdratnce ,  pouvait  elle- 
même  se  construire  géométriquement  comme  le  cercle; 
maie  cette  constructioii  étant  malheureusement  impos- 
eâblé  y  il  s'ensuit  me  la  rec^cation  »  et  par  consé- 
qiittit  la  quadrature  du  cercle  n'en  est  ^âs  plos 
avancée. 

i34-  Pour  passer  de  ré<^atio4  aux  coordcinnées  réc-» 
taogulaires  de  la  quadraitric^^i^  son  équation  claire  , 
nous  2x>u9  servirons  de  la  première  équation  dç  grpupe 
(9^1  ce  qui  nous  donnera 
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r 


jnaU  cp=  ^ ,  d'où  2-'  =s3  «  ;  dono . 

j-Ç5_^) 

9  C08  A  ^   ' 

Si  l'on  faitctrr:  ç ,  d'où  v  =;  | ,  on  tronrera  par  la 

méthode  de  Tarticle  60  ^  que  v  ou  PF  =  —  >  comme 

9 
noQs  rayons  trouyé  dans  Tarticle  précédent. 

i35.  Différentiant  Véquation  (a)  de  l'article  %54, 
par  rapport  à  v  et  a  ce»  on  a 

At  a  cos*« 

w      r  (<7  — «)  sin«— i*cosrt 

donc  multipliant  membre  à  membre  cette  dernière 
équation  par  le  quarré  de  celle  (a)  de  l'article  pré- 
cédent 9  on  aura 

j^    w    VK7,  4*^      ç(ç  — tf)8m«— r^cosflt        ^^ 

i36.  Nous  ne  donnerons  pas  iJos  d'exemples  pour 
les  courbes  qui ,  comme  les  ^ébriques  et  les  transcen- 
dantes que  nous  avons  considérée^  précédemment ,  ont 
leurs  propriétés  caractéristiques  qui  se  traduisent  à 
priori  en  équations  entre  les  coordonnées  y  et  nous 
'  allons  nous  occuper  d'une  espèce  de  courbes  traascen-» 
dantcs ,  appelées  spindet  ^  ^tie  l'ôti  ne  traite  que  par 
leurs  équations  polaires '>  lesquelles  sont  déduites  4 
ffiori  de  la  propriété  caractéristique  de  ces  courbas.  * 
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.  Si  Ton  conçoit  qu'à  mesure  que  le  rayon  AB  tourne  Fig-  d* 
iiniCDmiément  autour  du  centre  A  pour  décrire  la  cir- 
conférence de  cercle  BCGKB  ,  le  point  A  glisse  uni-* 
formànent  sur  le  rayon  mobile  AB  en  s'éloignant  du 
centre ,  de  manière  qu'il  soit  rendu  à  l'extrémité  B  du 
rayon  mobile ,  lorsque  ce  dernier  est  revenu  dans  sa 
première  position  AB,  et  qu'à  une  seconde  révolution 
du  rayon  mobile  prolongé ,  le  point  générateur  s*éloigne 
toujours  du  centre ,  de  manière  â  être  parvenu  à  une 
distança  AH  snAB  de  ce  centre  à  la  fin  de  la  seconde 
révolution  entière  du  rayon  mobile ,  et  ainsi  de  suite 
indéfiniment  ;  le'  point  qui  se  meut  ainsi  sur  le  rayon 
mobile  et  sur  son  prolongement ,  décrira  une  courbe 
ADBEFH. .  • .  dont  chaque  point  s'éloignera  sans  cesse 

de  son  ori|^e  A ,  et  qui  s'appelle  sfirah  d'Archimède  •« 
chaque  partie  ADB ,  BFH ,  etc.  de  la  courbe  engendrée 
dans  une  révolution  complète  du  rayon  mobile  Afi^ 
^'appelle  spire;  ainsi  la  %ure  9  ne  présente  que  deux 
spires  de  la  ipirale,  qui  peut  en  avoir  un  nombre  ior 
défini. 

137.  II  est  évident ,  d'après  la 'définition  précédente 
de  la  spirale ,  que  chaque  rayon  vecteur  AO  est  au 
Tayon  AC  du  cercle  directeur ,  conune  l'arc  BC  décrit 
par  le  rayon  mobile  est  à  la  circonférence  entière  du 
cercle  ;  donc  représentant  par  r  le  rayon  du  cercle 
directeur^  par  c  la  circonférence  de  ce  cercle  »  par  v 
le  rayon  vecteur  AD ,  et  par  «  l'angle  d'anomalie  CAB^ 
on  aura  la  proportion  v  ir  II  *l  c  ,  d'où 

Ta       <t 

Telle  est  l'équation  polaire  de  la  spirale  d*Archi-* 
mède.  Si  l'on  voulait  j  par  le  moyen  des  formulas  (99)» 
passer  de  cette  équation  à  celle  de»  coordonnées  rec-t 
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Fig.  9.  tangulaires  ,  non-seulement  Téquation  résultante  per-* 
drait  la  grande  simplicité  de  celle  (a) ,  mais  c'est  qu'en- 
core elle  ne  pourrait  donner  que  des  suites  indéfinies  en 
fonctions  des  coordonnées. 

L'équation  (a)  donnerait  un  moyen  bien  simple  d« 
diviser  U  circonférence  du  cercle  directeur  BCG  en 
autant  de  parties  égales  qu'on  le  voudrait ,  à  Ton  avait 
on  moyen  de  décrire  la  spirale  par  un  procédé  pure- 
ment géométrique ,  puisque  a  étant  donné,  le  rapport 
de  «t  à  c  multiplié  par  r ,  dcmnerait  la  valeur  correspon- 
dante de  V  i  cela  obtenu  ^  du  point  A  comme  centre  , 
avec  une  ouverture  de  compas  =  v  ,  décrivant  l'aro 
de  cercle  DL,  on  ferait  passer  par  les  pointt  A  et  D 
une  droite  ADC  qui  marquerait  sur  la  circonférence 
-du  cercle  directeur ,  le  point  de  division  demandé  C. 

i38.  Différentiant  Véquation  (q)  de  Tarticle  précé- 
fient,  on  a 

a?  ==;  =  •' ^"^i 

€t  multipliant  membVe.  à  membre  cette  dernière  équa- 
tion par  le  quarré  de  celle  (a)  de  l'article  i37>  on  a 

-T^— OU  8ous-tangpol.=:AR  ==  -  «•sr — ....(A). 

Mais  —  3=  i;  [  équat..(c)  ^  art  167  ]  ,  donc 
c 

sous-tang.  polaire  AR  =  va (c). 

Or  y  la  longueur  absolue  de  l'arc  de  cercle  DL  décrit 
du  pôle  À  comme  centre-  et  d'un  rayon  AD-:=sv^ 
est  évidemment  =v*  ;  donc  la  sous  -  tangente  AR 
est  égale   i  la  longueur  .absolue  de  l'arc,  Dh  ^  et 
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par  conséquent  la  sous  -  tangente  de  la  courbe  i  l'îg.  9- 
une  extrémité  B  d'une  spire  entière  ,  est  égale  à  la 
longueur  absolue  de  la  circonférence  entière  du  cercle 
«directeur  ;  et  cbHo^  généralement ,  la  sous-tangente  à 
I*extrénuté  de  la  Ir*'  spire ,  est  égale  à  la  longueur 
absolue  de  n  circonférences  du  cercle  directeur.  Belle 
propriété  de  la  spirale  d'Archimède ,  qui  donnerait 
la  rectification  géométrique  de  la  circonférence  d'un 
cercle  ,  si  l'on  savait  d&rire  géométriquement  la 
spirale. 

iSg.  La  spirale  d'Arckimède  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulier des  ^îrales  de  tous  les  genresj^  dont  l'équation 
générale  est 

«n  considérant  Yun  des  deux  exposans ,  par  exemple 
celui  m  du  rayon  vecteur,  comme  étant  toujours  po- 
sitif ^  ce  qui  peut  se  faire  dans  tous  les  cas  {*)- 

L'on  distingue  deux  espèces  de  spirales ,  savoir  : 
celles <le  l'équation  (a),  et  celles  de  la  même  équation 
lorsque  n  fst  négat^.  La  première  espèce  de  spirale 
est  surnommée  parabolique,  à  cause  de  l'analogie  qui  ^ 
existe  entre  son  équation  4/"=:px'»  et  celle ^"»=/>a:* 
qui  appaiitient  auy  paraboles  de  tous  les  genres.  La  se- 
condf  espèce  de  spirales  est  surnommée  hyperbolique , 
à  cause  de  l'analogie  qui  règne  entre  son  équation 
4;»»ct*  =  p  et  celle  y^x""  =  p  des  byperboles  de  tous 
les  genres ,  rapportées  a  leurs  assymptotes.  . 

La  spirale  paï^abo^lique  a  évidemmeAt  son  origina 


(*)  Eo  el&i,  li  les  deux  expoians  m  etn  sojxt  nég^ûb,  Véquà- 
tîon  (a)  peat  se  mettre  sons  h  forme  tf''::zp^A* ,  et  si  le  sea| 
exposant  m  est  n^tif ,  l'ëqaation  (a)  preadxa  la  forme  1^*"  =  p 
^ue  nous  discatoos  dans  cet  article. 


Digitized  by  VjOOQiC 


l86  eÀLCULS  DIFFÉRENTIEL 

«a  centre  de  mouyeme&t  du  rajon  mobile  ;  pmsqoe 
pour  et=  o,  on  a  i/=o ,  au  lien  qae  dans  les  spirales 
hyperboliques^  Torigine  de  la  courbe  est  placée  i  nna 
distance  ixiiGnie  du  centre  de  mouTt4tent,  puisque  pour 
«  =  0,  on  a  f/=  00.  De  plus ,  la  courbe  se  (rapproche 
•ans  cesse  du  pôle  sans  pouvoir  jamais  Tatteindre ,  puis- 
que pour  v=  o^  on  a  «=00  ;  ainâ  la  spirale  hyper* 
bolique  n'a  pas  une  spire  ei^ère  ^  quoique  la  quantité 
dont  elle  en  diffère  soit  plus  petite  que  toute  quantité 
donnée. 

140.  La  spirale  hyperbolique  du  premier  genre^ 
c^est-i^dire  celle  qui  a  pour  équation 

a,  comme  la  logarithmique  ^  sa  sout-tangente  constante 
(art.  108).  En  effet»  différentiant  l'équation  précé^ 
dente»  on  a 

et  combinant  cette  équation  différentielle  ayec  la  pri^ 
mitiye»  on  a  -t—  ,  ou 

i4i'  Il  n'est  pas  possible  de  passer  des  équations 
polaires  des  spirales  aux  équations  complètes  d'un 
nombre  limité  de  termes  »  ainsi  que  nous  Favons  dé)i 
dit  à  l'artidle  ïZj  ;  mais  on  peut  aisément  dans  les 
spirales  de  même  que  dans  toutes  les  autres  courbes 
p&nes»  parvenir  à  une  équation  différentielle  qui  ne 
contienne  plus  que  des  fonctions  algébriques  des  deux 
coordonnées  rectangulaires  y  et  x  ,  avec  les  différen- 
tielles dy  et  dx. 

En  effet»  différentiant  les  deux  dernières  équationa 
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da  groupe  (99)  ,  on  a 

tfyissduàxm'+vdétcoBti  etdxzrzdçcoêàt-^utUàaât^ 

ou    dyz=zdvmïéi'i*xdéi    et    d!x= Ji^  cos  «  «- jrcbc  ; 

éUminaixt  dv  entre  ces  denz  âermèrei  équations,  on  a 

clycos  A  — «Zxain  «s=xii«co8  «•f-y^^'^i 

mais  cos  «  S3  -  =3     ^__  et  sut  <t  =     ..jl l  , 

donc  jwfy— ^dic=  (^  +  a;*)d«, 

d*où  Ton  tire 

'^^^qp?- (»''*^- 

Àjxm  différentiant  l'équation  polaire  d*«ne  courbe 
plane  quelcenque  }  substituant  4fuu  cette  équation 
différentieUe  la  vileur  précédente  de  dtt ,  ainsi  que 
celle    de  rff^ssr  J.  j/^IXl?  =  ydy  +  xdx     ^^^ 

éliminant  «  par  le  mojen  de  Téquation  proposée  qui 
donne  la  valeur  de  cette  anomalie  en  fonction  du  rayon 
Tecteur  v  ou  l/y*+  x*,  on  aura  l'équation  différen- 
tielle de  la  courbe  rapportée  à  9%$  coordonnées  rectan* 
gulaires^  et  x. 

Par  exemple,  différentiant  Téquatioii  (a)  (^art.  iZcj] 
aux  qpirales  de  tous  les  genres ,  on  a 

^  mv'^'rfv  as  npA*^^det , 

•t  substituant  dans  cette  dernière  équationles  valeurs  pré- 
cédentes de  dk ,  dv,  ainsi  que  celles  de  1/ = t/y*+^  •t 


n 


^pr-* 
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aura ,  toutes  réductions  faites  , 

ce  qui  est  Téquation  différentielle  de  toutes  les  spi- 
rales considérées  par  rapport  à  leurs  coordonnées  rec- 
tangulaires. 

143  •  Outre  les  spiraUs  que  nous  ayons  oonsidérf^ 
précédemment ,  et  qui  Qe  sont  transcendantes  que  par 
l'angle  d'anom^e  «^  il  y  a  encore  les  spirales  dont  les 
deux  variables  sont  transcendantes ,  et  dont  l'équation 
est  de  la  forme 

iogvz^et (a), 

ces  courbes  s'appellent  spiraUs  hgarithnùques.  Celle 
qui  est  le  lieu  de  l'équation  (a)  est  dans  le  système  qui 
a  un  module  qaelconque  m;  et  par  analogie  avec  ce  que 
nous  avons  dit  sur  les  logarithmes  et  logarithmiques, 
ta  spirale  logarithmique  naturelle  a  pour  équation 

..        ^=»- (*). 

Faisant  <t  =  o  dans  l'équation  (a)  ,  il  vient 
log  V  =  o  ,    d'où    v=  1  : 

donc  la  spirale  logarithmique  ayant  son  origine  à  1  ex- 
trémité du  rayon  du  cercle  directeur ,  «'étend  indéfini- 
ment en  dehors  de  ce  cerde  par  des  spires  qui  s'é- 
loignent toujours^phis*  de  sa_ circonférence  ;  mais  Dour 
les  valeurs  négatives  de  i«,  la.  spiraie  s'étend  indefeni- 
ment  en  dedans  du  cercle  directeur  ,  par  des  spires 
qui  se  rapprochent  sans  cesse  du  centre  du  cercle  ou 
pôle  de  la  spirale  ',  sans  pouvoir  jamais  l'atteindre , 
puisque  pout  V  =  o,  on  aurait  log.  v  s=  —  00. 

145»  Différentîant  l'équation  (a)    ^e  l'article  pré- 
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céâent,,  on  a   ,     , 

—  =  Jce  I    a  où     —  =  -=— (a)  ; 

mais  vr=zb^,  en  représentant  par  i  la  base  du  système 
loi^arithmiquo  iiui  a  pour  module  m  ;  donc  ^ — ,  ou 

i44-  Il  ><t  évident  que  dans  le  triangle  rectangle 
JB'PF,  on  a  F*  '• 

tangPFB'  =  ^  =  î-;^=:-g;^; 

donc  dans  la  spirale  logarithmique j  la  tangente  de  Vangle 

PFB'  est  ^^le.à.la  quantité  constante  —  [éqaat.(a), 

t  ^ 
art.  IJP2'  D'où  Vên  conclut  que  cetttf  courbe  coupe 
tous  ses  rayons  vecteurs  sous  un  même  angle.  Ainsi 
dans  la  spirale  logarithmique  naturelle ,  tous  les  rayons 
Tect^urs  sont  coupés  par  cette  courbe  sous  un  angle 
demi-droit  (*). 

145.  I^a théorie  des  sou8*tangçntes  poUûrct  nous  con- 
duit à  une  propriété  générale  des  's^çt^ons  coniques 
dont  ^  i  ma  connaissance  ^  aucun  aùleur  n'a  fait  men^ 

■      I  II  'ni  ■        <       Il    I     iirli     ■  I    iJ * 

i 

(^)  La  ^rotectioM.-^qafttori«k  de  1»  lowftdfOBwqfle  dont  adW 
ftTont  pidé  avec  tieaucaup'  de  d^uii  à^Ia  «oie  IV  ^  notit  Tf^ità. 
de  Navigation  ,  est  évidemment  ^ne  spirale  logarithmiqQc  ajant 
pour  cercle  génà^tcwr  Ve<{iiatcar  »  et  pon;  p^  h  teotm  Ârla  Xédc^ 
qui  est  lor  le  plan  de  Fëquateur  la  projection  des  paies  de  la 
terre.  Cetle  spirale/ logariûiQ[ùque  a  pour  #aoduk  la  cptangente 
trîgonometrique  de  Tangli  doTbomb  décent  ;-de  inaoière  qi^  la 
projection  équatonaledela  ioxodromiqae.pareoiimepar  un  vaisseau, 
qui  gouverne  &  Tiine  des  qoa^e  aires  dp  ^q$ia  snrvans  JiiO  ,  IfE  , 
SU  Cl  Ç£  dn  mendi  ^  esc  ubc  spink  Jp^diAique  BataieUe. 
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Fig-  7*  tion  >  et  qui ,  cependant ,  est  très-remarquaUè,  te  qtâ 
nous  engage  i  la  faire  connaître. 

n  est  aisé  de  trouyer^  par  un  dalcul  semblable  à 
celui  de  l'article  laS,  que  Téquation  polaire  de.yhj'^ 
perbole  est  de  même  forme  que  celle  (a)  [art.  i28]| 
de  l'ellipse  >  c'est-Â-dire  que  tonte  la  différence  con* 
«ste  dans  l'excentricité  e  qui,  pour  l'ellipse,  est 
|/A»-^B%  et  popr  Vhyi^rbole  est  ^/av+HF^  on  a 
donc  pour  ces  deux  courbes , 


^_ B^ 

A— KA»:pB»cosce ^""^  ' 

équation  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

V= ; yl__ "•.... (i); 


H-^-l 


^.co.- 


ipais  représentait  par  P  le  paramètre  an  premier  axe 

B*       P, 
on  a  —  =  -  ;  donc  l'équation  (i)  se  réduit  à  celle 


- W 


i  — 1/^  1  rp-j  cos  « 

qui  est  cénérale  â  toutes  les  sections  coniques  en  pre- 
nant le  eigne  —  peur  l'ellipse ,  celui  +  pour  l'hyper- 
bole, et  fEÛsant  A=7^pour  la  parabole. 

Différentiant  l'équation  (c) ,  on  a  celle 

-sin« 


TpJ/^^^ 
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«t  multipliant  cette  éqaation  membre  à  meiobre  par  Fîg.  j. 
le  qiiarré  de  celle  (c),  il  vient  -^— ou 

toaa-tang.  pol.  de  tontes  les  courbas  du  second  degré 


V^ 


p 

-rsni« 


•W; 


donc  représentant  par  i/  !•  rayon  PB'  de  la  ligne 
engendrée  par  le  sommet  B'  de  l'angle  formé  par  la 
tangente  Ftf  et  la  sous->taogente  PB'^  on  aura  pour 
équation  polaire  de  cette  ligne 

^=    y     'p       — Cf)-. 

Maïs  l'angle  BTX  formé  par  le  rayon  yecteur  ^  et  l'axe 
PX  que  nous  représentons  par  ttf ,  est  égal  à  l'angle 
droit  B'PF  -f-  <^  S  donc  sin  ce  car  — -  cos  af  ^  ainsi  substH 
tuant  cette  valeur  dans  l'équatioB  (/) ,  ensuite  miilti- 
pUaat  les  deux  membres;  par  cos  af,  et  faisant  attention . 
que  4/  cos  «'=  PV  =;:  ~  a: ,  on  aura  pour  équation  . 
du  lieu  de  tous  les  pointeB' 

^"^  ^  y"   p  ---te)* 

ce  qui  est  Véquation  d*nne  ligne  dioite  VM  parallèle 
à  Taxe  des  ordonnées^. 

n  sera  aisé  de  construire  cette  valeur  de  x  [éq.  (g)2, 
en  observant  que  faisant  ct=  100'^  le  rayon  vecteur  se 
confond  avec  l'ordonnée  PY,  passantpar  le  foyer  P;  et 
la  sous-tangente  polaire  4/ se  confond  avec  celle  PV  ausc 
coordonnées  rectangulaîrca.  Mais  lorsque  «;ssioo'j 
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f  »  71a  fonnul»  (/)  se  réduit  à. 


l/i=P 


P. 


donc  la  lous-'tangente  aux  cootdpaaiea  rectangnlairet 
P 

Faisant  A  s=r% ,  on  a  pour  la  parabole  PV  =  a  P  ;  ainsi' 
MYM.'  est  la  directrice  de  la  parabole  ;  et  par  analo- 
gie, nous  appellerons  directrice,  àe  toutes  les  sections 
coniques  i  là  perpendiculaire  MM'  à'Vaxe  principal  de 
la  courbe  qui  coupe  ee  demi^  «axéàlune  distance  du 
foyer  égale  à  la  valeur  que  nous  yenons  de  trouver  à  PV. 

Donc,  généralsp^nt,^  la  directrice  des  sections  caniquet. 
est  le  lieu  des-  extrémités,  extérieures  des  sous'4angentes 
polaires  de  c^  courbas.  :,  ■ 

ijfS.  Cette  bell^  propriété  Aéë  sections  coniquet 
donne  Xka  Hàojjptk  bien  simple,  et  qui  est  général  à 
toutes  ces  courbes ,  de  mener  eue  tangente  par  un  pcàot 
donné  F  de  la  circonférence  ^  puisque  menant  au  point 
donné  F  le  rayo)»  vecteur  PF^  et  an  peint  P  la  perpen- 
diculaire PB'  à  ce  raj^oa,  lei  poht  ïl'intersection  B'  de 
cette  perpendiculaire  avec  la  directrice  MM',  sera  ua 
second  peim  njle  U  tangf  nt«(  deintedée. 

147.  La  distance  TV  d'un  point  quelconque  d*uDe 
courbe  da  second  degré  i  sa  directrice  MM'  est 

P+axl/iqi^ 
;=:YP4-PT=YP+a?=^         r, ^  [éq.  (J), 


ait.  1453.  "K    V^^ 

Mais 


■t^<'*.4) 


Digitized  by  VjOOQiC 


iT  AUX  DIFFÉRENCBS 


Maïs  le  rayon  vecteur  ÇF  = !- 2^  (*)  ;  ï*^-  7* 

àonc,  dans  toute  section  conique,  la  dittance  ,d*na 
pobt  quelcomtae  de  la  circonférence  de  la  courbe  à 
la  directrice  est  au  rayon  vecteur   correspondant  » 

comme  Tunité  est  à  1^   i  ^p  — .  Ce  rapport  est  celui 

de  régalité  lorsqu'on  fait  A=^,  propriététrès^connue 
de  la  parabole.  Le  même  rapport  nous  donne  la  dis- 
tance d  un  point  de  la  courbe  à  la  directrice  plus  grande 
que  le  rayon  vecteur  dans  l'ellipse,  et  l'inverse  dans 
Thyperbole. 

i48.  Dans  la  spirale  d'Arcliimèâe ,  Ton  a 

DAB  («)  =  DAR  (^)  +RAB(«')  , 

donc  l'équation  (^)  [art.  i3ÔJ  nous  donnera  pour 
équation  du  lieu  de  toutes  les  extrémités  R  des  sous- 
tangentes  polaires  de  la  spirale  d'Archimède ,  ceUe 

♦''  =  j;(9  +  «')* (a). 


(*)  Prtnant  Torigiiie  des  coordonu^ei  sa  foyer  P  des  aecdons 
coniqaes,  Tëquatioii  aux  coordonnées  reeungolaires  à^  l'ellipse  et 
de  rhyperbole  est 

jr.= j; , 

Iflais  F*  s=J^  H-  je*  j  donc  pour  ces  sections  conîqoes,  on  a 

,  _  B<  •♦-  (  A*  y  B*  )  ar»  4-  aB'ejT  _  B<  4-  e«x^  -h aBUit 
'  J^  ■"  A» 
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c«  qui  eet  l'éqafttion  de  la  spirale  paraboUqne  du  pre- 
mier genre. 

liq  Dans  la  «pii-ale  hyperbolique  du  premier  genre 
(art  140).  <«  a  •  =-p  [équat.  (fr)  ,  art.  140], 
donc  puisqne  v',  rayon  vecteur  de  la  ligne  engendrée 
par  les  extrémités  des  sous-tangentes  polaires  de  la 
courbe  ci-dessus,  est  constante  j  il  suit  que  la  courbe 
anx  sous-tangentes  polaires  de  la  spirale  hyperbolique 
àa  premier  genre ,  est  le  cercle  ayant  pour  rayon  p  , 
rt  i«r  conséquent  le  cercle  directeur  de  la  spurale  ea 
question.  , 

1 5o  Dans  la  «piràle  logarithmique ,  on  a  «' = *— 9  ; 
d'où  «  =  »'  +  «7  ;  donc  l'équation  (fr)  Cart.  i433  don- 
nera pour  équation  polaire  de  la  courbe  au»  aouMaii- 
fentes  de  la  spirale  logarithmique , 

6(9+*') 

«/ss: ■ W; 

m 

d'où  a  mit  que  cette  courbe  aux  sous-tangentes  est 
elle-même  une  spirale  logarithmique. 
F*  7-  i5i .  On  appelle  sous-iv>rmaU  potaire .  la  partie  VK 
dé  la  peipendLlair.  B'R  au  rayon  vecteur  PF,  co«- 
pme  entîe  le  paie  P  et  lé  point  R.  où  la  perpendicu- 
laire est  coupée  par  la  normale  FR. 

Le  rayonvecteur  FP  étant  la  perpendiculaire  aba,*- 
.é.  dan.  le  triangle  rectangle  B'FR  du  sommet  Fd. 

PF 
rangle  droit  sut  l'hypoténuse  B'K,  on  aPR-  g,p> 

Bud.PF  =  v,B'P  =  î^(art.  ,3o)  jdoncreprése»- 
tant  par  (S.np)  U^pus-normâle  polaire  Hl ,  on  aura 
généralement 
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(S.up>  =  ~....(io3)^ 

i5â.  Donc  y  l^  renvérdlmt  l'équatiooi  (^)  de  l'ar- 
ticle 145  »  on  a  ponr  touteales  sections  comqaeâr\ 

i53.  n*.  Renrersaiitréqilation  (a)  de  Tardcle  i38; 
<m  trouve 

la  sou8-noTm.pol.de la  spir.d'Archimède 7=  — . ,  .(a).\ 

Ainsi  cette  conrbe  jouit  »  comme  la  parabole  con« 
sidérée  entre  ses  coordonnée  rectilignes ,  de  la  pro7 
priété d'avoir  sa  sous*normale  constante/d'oà  nous  coji- 

clnrons,  i*.  qne  si  iloiri  prenons  AI= — ',€t  qtrfe  si  du  fj- g^ 

point  I  noQS  menons  %  tons  lés  points  D  »  E..  v  ^.oi^Ie 
rayon  vecteur  ADE. , .  ,  prolongé  indéfiaiment ,  reor 
contre  toutes  les  spires ,  les  droites  ID  ,.IE*  ^. .  >  h». 

perpendiculaires  DB.^  £M en  D 1  E.  • ...  •   aux 

droites  ID  ,  I£ seront  tangente»  à  U  eocôrbe» 

a*.  Que  toutes  ces  tangentes  rencontre  root  I»^perpen^       , 
dicnUdre  IR. . .  •  au  rayon  vecteur  ^  4  la  drc^ife  de  cm . 
rayon ,  puisque  la  sous-normale  constante  ^AI  est  ton- 
jours  à  U  gaucbe  du  rayon  vecteur  ,  et  (me ^d'ailleurs 
la  tangente  trigonométrique  de  Vangle  fermé  en  I  par 
la  normale  et  la  perpen^culaire  au  rà)ron  vecteur,  est  ^ 

la  quantité  tonjonra  positive ^,  dans  kqaella  Jt  • 

représente  le  nombre  complet  de  spires,  â^.  Que  la 
aotts-normale  étant  non-seulement  constante  pc^r  une  ' 
même  spirale  d'Ardbimède ,  mais  encore  pour  toutes  ' 

i3,. 
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Fig.  9.  ces  courbes  dont  les  cercles  directeurs  diffèrent  entre 
eux  ,  on  pourra»  p«:  le  même  procédé  que  celui  que 
nous  yenons  d'indiquer  pour  mener  les  tangentes  aux 
différentes  spiifes  d'une  seule  spirale^  mener  facile- 
ment des  tangentes  aux  points  d'un  nomlitre  quelconque 
de  spirales  ^^érentes  ayant  leurs  cercles  direc- 
teurs conoctfitrîques  t  qui  sont  coupés  par  un  même 
rayon  vecteur.  4^.  Que  le  lien  géométrique  engendré 
par  Textrémité  I  de  la  sout-normale  polaire  de  la  spirale 
d* Archimède ,  «st  une  circonférence  de  eerde. 

154.  3^.  Dans  la  spirale  logarithmique  ^  la  sous-^nor- 
male  polaire  est  =  mv  (  art.  i43)  ;  donc  cette  courb© 
fouit  encore  de  la  propriété  d*  avoir  ses  sous-normalei 
proportionnelles  auxrayons  vecteurs. 

.  sv. 

Des  points  singuliers  des  Courbes. 

< 

i55.  On  appelle  ainsi  lès  points  d'une  courbe  où  se 
meuf estent  quelques  circonstances  particulières  qui 
r  cessant  d'avoir  lieu  pour  lee  poinU  cnvironnans,  quel- 
t  que  prô*  qu'on  les  suppose  des  premiers.  Nous  allons 
%.  «xamin^  successivement  ces  différeus  points ,  et  donner 
y^  l  les  méthodes  pour  les  reconnaître  par  le  seul  moyen 
7.    de  i'équation  de  la  courbe. 

i56.  La  théorie  des  maxima  et  minima  que  nous 


.  i:i    *^ons,  développée  avec  beaucoup  de  détails  dans  le 
*  \  chapitre  ÏX ,  s'applique  de  la  manière  U  -plus  simple 
*  aux  recherches  des  plus  grandes  et  plus  petites  coor- 
;  données  d'une    coprbe  dont  Téquation  est  donnée , 
\ct    Ton    pourrait ,    par    le    moyen    de    cette  seule 
analyse,  conclure,  1*.  qu'une  courbe  est  susceptible 
^'avoir  d,es 'jpoordonnéea  piaxima  et  minima ,  lors- 
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qae,  après  avoir  égalé  le  coefficient  différentiel  ^  à 

céro>  on  ne  troiiTej;0;sane  valeur  absurde  ouimaginaire 
aux  coordonnées,  a*.  Que  la  valeur  trouyée  à  Tordon-» 
née j' par  ce  dernier  calcul  ^  sera  un  niaximum,loTsqae, 
substituée ,  ainsi  que  la  valeur  correspondante  de  a: , 

dans  la  valeur  de  ^^  ,  ce  résultat  sera  négatif  }  et 

qu'elle  sera  un  minimum ,  ai  la  valeur  de  ^^  est  po« 

sitive.  Or^Ia  courbe  présente  sa  concavité  ou,conradt4 

à  Taxe  des  abscii^ses ,  suivant  que  -j^  est  néga^  ou 

positif  (art.  97 ) .  Donc  une  courbe  ne  peut  avbir  d'or* 
donnée  maximum  qu*en  tant  qu'elle  est  eqSièrement,  ou 
en  partie  concave  vers  ra3(e.4QS  abscise^i  ^  elle  ne  peut 
avoir  d'ordonnée  minir^upiqa^m  tant  qu!eUe  est  entière- 
ment ou  en  partie  convexe  yen  Taxe  d»$  absGisses.Mais 

m  les  valeurs  des  jcocordgBf^es^gui  pendeiit.-^.sc=o  ; 

font  évanouir  la  valeur  de  ^^  sans  faîte  évaiouir 

celle  de  -7^  ^  la  courbe  n  a  pas  d*ordonnées  d*extrême» 
grandeurs:,  etc^  .   i     > 

, .  157,  Toutes  ces  jêirecaasianccs  peuveait^ aussi  aisé-4 
ment  se  déduire  des  simples  considérations  géoasétrîquee 
dont  nous  nous  soituiies  oticiipés  dans  «e  cbqpitre.  Ei» 

effet;:;^  exprimant  la.taiigente  trigonométrîqne  de^ 

r.angLer.{onné  par  la  tangmite  «de  la  courbe  afvec  Taxe.* 
'  des  X  (art.  io5)  ,  il  est  clair  qu'aux  points  B  et  D  ^  où  y j-^-ki^ 

Von,  a  ^  =  o ,  Ie4  taugeiites  HO  et  KL  seront  paxalr* 
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ITîf.  10.  lèles  à  Taxe  des  abscisses  :  ainsi  les  ^ordonnées  CB  ; 
NP  qurabcHitissént  aux  points  de  tangence  B  et  D  oà 

•^  t=s  o ,  feront  respectivement  nviixdmum  et  minimurh 
ax  '  .  ...  *    •  ."■ 

dans  hf  paitie^  concaves  EBM  et  convexe  MDF;  car 
pour  tout  a^tre  point  de  la,  partie  concave  EBM^  U 
tangente  à  ce  point  étant  inclinée  vers  l'axe  XX'^  on  a 
Af  .  -.     '    -A   :-■  .    •  •   <  ...:.'.' 

^  >  o  y  et  la  parallèle  menée  de  ce  point  à  l'axe  de  x , 

pas^é  «n  dessous  -dn  point  B.<  De  même ,  pout  tout  autre 

point  de  h  partie  conve^ce  MDF,  on  a  ^  >  o,  et  la 

fMuraUèla  menéa  de  ce  point* i  Vàxe  des  x»  passe  en 
desipf  du  jfffmX,  D,        > , ..      .    :t   . 

:  A  k^sèole  iàsj^ecticm  de  la  prartie  EBDF  de'  la 
figure  «ô  j<ft  ytrft  qu'unébi^donhèe  maximum  ne  peut 
aboutir  qtt*à  im.  point  delà  ébncavité  de  la  courbe, 
circontftaM^ '-îa^Kquée   -^t^  rex^i^éssion   négative  de' 

2^t^art;97)  j  er qu'une» o^dbmfèé^nimum  ne  peut 

^bouHr  qu*à.  im  point  de  la  CQiive;dté  de  la  courbe  ^ 

circonstance  indiquée  par  l'expression  positive  de  -tj^. 


^.i:  . 


i58«  Cependant  si  la  valetxr  de  x  dédnhe.de  INfqiUHi 

tioB-7^==co:«  vend  nnlheatsetter^  tm»  les  ooeiBciéns 

dx  .  , 

diBfé»ent»l8,  jotqu'A  oeliiii*atf  tfl*%  pair    v^j^  in-^ 

alusivmébt^  sans  £aire  évattuuif  itf  4^odËcieûtt}^iEéteii- 

tiel-suivant  ile  l^ordIie  impair    %^JJ^  »  Q  fae^en  cei>-^ 

'dure   qu'au  point  de  contact  1  de  la  tangtfite  GP 
paralUJeà  Taxe  des  x/il  o*}rg|»às  d'e^ltrdmesgraii^ 
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àenn  àej  >  et  par  conséquent  ni  convexité  ni  concà-  V%  •  >^ 
^té  y  et  ^ie  confléqucmment  ce  point  de  contact  I  est 
préci^éf^ent  celui  où  la  courbe  passatit  de  sa  çoncayité 
i  sa  couiTexité ,  ou  réciproquement ,  ne  participe  ni  da 
t'ane  ta  de  l'autre  de  ces  deux  circonstances  ^  et  alor» 
Ja  tangente  GP  coupant  la  courbe  à  ce  ipoint  I ,  eft  eh 
même  temps  tangente  de  la  branche  concave  FI  et  4^ 
|da  brandie  convexe  IV.  Cette  théorie  est  confoi^me  à 
celle  purement  analytique  des  maxima  et  minima  , 
développée  précédemment. 

Le  point  remarquable  I  où  la  courbe  passe  de  è» 
concavité  à  sa  convexité  >  ou  réciproquement ,  s'appelle 
point  d'inflexion  ou  point  de  rAroussement ,  selon  que 
la  courbe  V^end  de  part  et  d'autre  du  point  t  itiîvant 
FIV,  ou  du  même  côté  par  rapport  an  point  I  suivant 
FIF'ouVir. 

Ainsi  i  ce  point  I  >  la  valeur  du  coefficient  dilFéren-^ 
fiel  2^  (*)  cesse  d'avoir  le  signe  —  ou  +  qn^elle  avait 

immédiatement  auparavant  »  pour  pre^e  le.  signe 
contraire  immédiatement  apris.  Or  ,  ce  passage  da 
négatif  au  positif»,  ou  réciproqkiément ,  ne  peut  avohr 
lieu  lorsque  la  variable  x  se  trouve  seulement -comme 
facteur  du  numérateur  de  b  valeur  dû  coefficient  dif- 
férentiel-j^ ,  qu'en  tant  qn'eUe  "est  intermédiairement 

^=z  o.  Maïs  Ibrs(j[tic^  la  variabfè  x  est  au  dénominateur , 
ce  passage  du  positif  au  négatif,  ou  réciproquement  g  ne 

(*)  C*Mt  pour  simplifitr  qae  nont  ne  parlont  ici  qae  do  roefficienr 

iIllKrentiel  dn  Mcond  ordre;  mili  ît'cic  bief  entendu  que  ce  qô* 

-    lions  disons"  ponr  ce  coefficient  a  lien  ponr  celni  de  Tocdre  pais 

a;m-9  >  Totéqne  téoi  lei  pr^ëd^ni  a^àn^uÎMent  par  la  su2»dtad«»> 

dt  la  valeiu  de  » ,  déduite  de  Véqxuidon  ^ssow 
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•    a^«>trel«denxrésdut.de«igoe.contni^e.    q« 
«t  ^nie  ;  trf  .erait .  p„  .«„pïe  .  le  cas  où  U^^eu, 
de  ^  «raiga  quantité  qr|  <pà  ne  peut  pa««.  du 
J^ga^Taupo^tif,  ou  réciprogu«ueut ,  ^'en  pa«*^ 

i59.  Le  caractère  ^s-o  o»  --  »    /.  ». 

«ir»~°  **"==» 5»  ^tant  celui 

^  en  con^rvaut  ^,  etain»  de  »uk.  pourksordre. 

Ph«  élevé,  ;  a  .-en^ut  que  ri  uou.  repré^u^».  par  ^ 

.le  "«aérateur  delà  valeur  d..gdauB  la  casoépou, 

«luie  j  er  tt  de  même  nous  représentons 
par  ^  la  vAur  du  déaou?lnat.ur  de  ^.  lorsque  la 

Jé»epa«agedoit,efaiwparlavaleur  iutennédiairei  4» 
35i,  il  faudra  toujours  /air» 

«x=5!o........(aj 

^r  indiquer  la  circonstance  particuUère  que  uou»  exa- 

aunons  ducours  delacourbe.  Doac,sîrep^s«itant  pat 

tionr?r*V'"  '^'^•'  ^^  "'>"•  considéronade  l'équa- 

"^  a;  L  a ,  et  si  substituant  cette  valeur  de  a?  dana 
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eelle  an  eoflficieiit  différentiel  suivant ,  et  dans  celle  de  Hg.  i^ 

^ ,  la  première  de  ces  yalenrs  ne  s'évanouit  pas ,  et 

la  second  6*évanonît  ;  on  en  conclura  qu'au  point  t 
dont  ra2>scis8e  .est  a  ^  et  où  la  tangente  GP  est  paral<> 
lèle  à  Taice  des  a?  ^  il  y  a  eu  dans  cette  courbe  un 
passage  de  concavité  à  convexité^  et  réciproquement., 
Or  »  ce  passage  peut  avoir  lien  ^  deux  manières  diffé^, 
rentes  ,  soit  i*'.  que  la  courbe^  après,  ce  point  singu-*. 
lier  I  ,  continue  toujours  à  8*é}oigner  de  Taxe  des^  sui-^ 
vaut  IV  comme  elle  le  faisait  auparavant»  et  alors  le 
point  I  eiid'injlejcionhorizortf^  (^)  \  soit  ^.  que  la 
courbe  s' étant  éloignée  de  l'axe  des  y  suivant  FI  jus* 
qu'au  point  I  ^  rebrousse  chemin  à  ce  point-là  pour 
te  rapprocher  suivant  IF'  de  Taxe  des  ordonnées  > 
alors  le  point  I  est  de  j^btoussemenf  horizontal  (*^. 

*  Ce  point  de  rebroussement  aurait  encore  pu  provenii* 
de  ce  que  la  courbe  $e  rapprochant  suivant  YI  de  Taxe 
des  y  jusqu'en  I,  rebrousse  chemin  â  ce  point-Ia  pour 
s'éloigner  ensuite  de  fane  des  ordonnées  suivant  iV'. 

.  i6o.   Les  deux   caractères  t-^==:  o  ^  ou  =s  i  et 

o  appartenant  également  aux  points  d'infiexione 


%- 


et  de  rebrousstDK^Bns  horizoï^taux ,  H  £%ut ,  pour  recoar^ 
naître  lequel  de  ces  deux  points  singuliers  a  lieu  dana 


(*)  Noos  a}<>ii|oiif  Padjectif  ^mont^le,  afiq  de'di*|ingiur  c«lt» 
inflexion  pour  laqndle  la  tangente  GP  est  parallèle  il  Taxe  des  x,  def 
entres  tnflnions  verticales  et  ohli^nes  dont  nons  prierons  dans  les 
articles  snirans. 

(**)  L'adjectif  horizontal  est  enaore  ajontë  an  mot  rebrousse- 
ment ,  par  une  raison  «emUi^le  à  ceQe  exposée  dans  k  xenToà 
pr^tîdent. 
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fig.  tt>.  la  courbe  qu*on  jexamine^  trouver  des  oarà^ret  partV» 
puHers  à  chacun  d'eux  ;  c'est  ce  que  nous  allons  trouter 
des  deux  manières  suivantes  :  \ 

i«.  Représentant  par  /  une  quantité  indé^nmnée 
^e  l'on  pourra  généralement  prendre  plus  pef^e  que 
tonte  autre  quantité  donnée,  et  toujours  par  alabs- 
cisse  Afi  du  pomt  singulier  I  ;  il  est  clair  que  si  ce 
dernier  point  est  de  rebroussement ,  en  substituait 
à  la  place  de  x  dans'l*équationde  lar  courbe  a  +  # 
Cbranches  IV,  IV')  ,on  a— cT  (branches  IF,  IF'>, 
on  aura  deux  valears  de  j^;  ce  qui,  évidemment  » 
n*aura  pad  lieu  si  le  pdtlt  I  est  d*iiiQexion  C^). 

a*.  Si ,  substituant  dans  la  valeur  de  ^^  en  fonctions 

de  3t-\M,  quantité  fl+^,  ou  «— *  /  i  I4  place  de   x^ 

on  a  deux  vaUura  de  aignee  contraires  de  ^p^  c*est 

une  preuve  que  le  point  I  est  de  rebroussement,  pius- 

quel  cette  double  valeur  en  -f*  tt  en  «»*^  de  ^^»  noua 

indique  qi^e  pour  tonte  abscisse  aussi  voisine  qu'on  le 
voudra  de  celle  Afi ,  correspondent  deux  points  de  la 
poufbe ,  dont  l'un  appartient  &  une  branche  IV  on 
IF'  tournant  sa  convexité  vers  l'axe  des  ac,  et  dont  l'autre 
appartient  i  une  branche  IV  on  IF  tournant  sa  con-^ 
cavité  vers  k  mBihe  axe. 


(*)  n  faut  bien  faite  attention  qne  4^  est  une  qatntitë  ind^ttr» 
minée,  et  quMcî  il  est  soQ»«ntendu  ,  loc^qae  nous  disont  qu*à 
TàbscisM  a  4-  /,  il  ne  rëpond  qa^one  seole  Taleor  àejr  »  que  c*esl 
gëD<fralement  pour  tonte  râleur  <)e  /  «umî  petite  qu^on  le  Tondra  ; 
car  si  i,'on  donni^it  ^.  i"  .npe  ralcnr  détermina  telle  qne  y0y,  ils* 
pourrait  que  I  ëtant  on  point  d'intlexioQ,  àrabeciise  Ay=:a-«-^ 
eurrespondiasent  deux  ordonaéea  ^^V  et  >2^ 
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La  complication  de  Téquation  donnée  de  la  courbe  ^"^'  ^ 

et  de  la  valeur  de  ^^.  déterminera  sur  I9  cboix  i  faire 

de  ces  deo^c  méthodes» 

iSi. 'Lorsqu*avec  le  caractère '^2  =  0  ou  =J, 

d'où  ff  =  0  (art.  1S9),  on  aura»  par  la  tu}>8titut^on 
de  la  racine  a  de  cette  dernière  équation  daps  la>aleur 

de-  ^ ,  rezpreiflicm  è*»  aloT#  la  tangente  :îQil  au  point 

r  étant  perpendicul^e  à  Taxe  des  a:,  ce  point  V  sera 
^fmflBMiûon  verticale  <màÊi  fééroussemefU.ifert^ 

p6ur  réunir  aux  4eaK  caractère»  V^^e=^^  -m  :=|« 

^^^^^  qm  appaxâenqeot  égflkmatft  à  oes  deu 

E' oihts  singuliers ,  un  troisième  caractèrp  quiparticu- 
irise  (^àcun  d^ux^  on  se  servira  de  iW  des  deux 
moyens  suivans  : 

^"1^.  Si  3ul>stituant8ucessivementdans  l'équation  de  la 
«<Hirbe  les  quaiitjtés  a-f^eta«<«J'àUidf|c#'de  J0, 
gn  a  deux  v^âieurs  de  y,  l'une  plus  petite^etrajitre  plu* 
grande  que  l'ordonnée  RI'  corresp'ohdante^  i  x^=a^ 
quii  xMmfc  xf^fjifi^ifi^^vfm  tPUÎowre  par  &  ;  oa  en  condura 
que  le  point  V  es^d'^QexiQn^,  Si  au  contraire  les  pâleurs 
de  y  correspondantes  aîix  abscisses  a'-f*  j^  et'a— / 
^^n^  toutes  d^fi¥Oï>  o^  .^utes  dmt  ^q^  ^9  ^ 
point  r  serait  de  rebroi\5sement.  .... 

-  ai  pQmr»«?;s»  a  ooimait^  sa  o  ,  alora^il  Mt^qm 
dnsia  OIS. d'inflexipa,  WjdenXTaiem^dejrsèrâkffft 
d^  signet  >conciratr0«^iet.daiis  le.  cas  de  ildnrMs^eibieiit» 
ces  valeurs  seraient  de  même  signe. 

.ê?.  SubstitaaatcJiacaeisiyement  dosa  h!ê  ittlenrede 
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'  .jî.  en  fonctions  de  x^  les  deux  qaastîtés  a<4*  ^  ^^ 

a  —  /  à  la  place  de  x^  les  deux  quantités  résultante» 
seront  de  signes  contraires  si  le  point  V  est  d'inflexion  j 
et  de  rebroussement  si  ces  deux  valeurs  sont  de  mêmes 

signes. 

Cependant  cette  seconde  règle  est  en  défaut  lorsque 
pour  X  ^a,  on  aj'so ,  puisqû'abrs  Taxe  des  abs-^^ 
eisses  passant  par  le  point  I^.on  a  également  pour  le» 
subsûtutions  successives  de  o-f- J^*  et  de  a— */  à  IA' 

place  de  x  ,- deux  valeurs  de  ^^  <pii  sont  de  mômeft 

signes  dans  le  cas  de  TinSexion .  copime  dans  celui  de 
rebroussement.  Ainsi  il  faut  s*en  tenir  à  la  première 
de  ces  deux  mkbodes ,  lorsque  Taxe  des  abscisses  passe 
par  le  point  singulier  ;  et  dans  tous  les  antres  cas,  il 
faut  choisir  celle  des  deux  méthodes  qui  offre  le  moinâ 
de  difficultés  dans  les  substitutions  des  deux  valeursde  XA 

i6fi^  Enfin  si  substituant  dans  l'équation  différent 

tielle ,  du  premier  [ordre  -j21  =3  ^  ^  la  racine  ô  die 

r équation,  fx=Of  provenant  du  caractère  général 

2^=2  o  ou  =3 1  aux  points  d'ii^exîonet  de  rebrou»* 

cernent,  on  a  une  valeur  finie yâ  de  la  tangente  tng<>< 

Bométrique  ^de  l'angle  formé  parl'axe  des  x^  et  la  tatH 

gente  SI'T  au  point  singulier  T,  on  en  conclura  que  ce 
derei^r^GÛtf  ait  dinflexion  obtàp»  ou  de  fêbfouse^-- 
mmtobUqim^  puisque  la  tangente  S^  passant  paff  ce 
point  r^  ««toUique  relativement  à  l'axe  des  abscisses. 

On  déterminera  si  le  point  singulier  l"  est  d'w^- 
Jkxhn  bn  de  rebroussement  par  ks  asteies  mojrétta 
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que  ceux  que  nous  ayouB  employés  pour  le  point  «in-  ^  IM 
golier  horizontal  I  (art.  160). 

i65.  Tous  les  points  de  rebronssement  que  nous 
ayons  considérés  précédemment ,  et  dans  lesquels  les 
branches  qui  les  forment  se  présentent  leur  conyexité  , 
s'appellent  points  de  rebronssement  de  première  espèce. 
Mais  lorsque  les  deux  branches  s^r ,  fl»x  qui  forment  lo 
rebronssement  » ,  ont  leurs  conyexités  tournées  dans  le 
même  sens  ;  alors  ce  point  «»  est  dit  de  rebroussement 
de  seconde  espèce. 

Le  caractère  principal  d-nn  pareil  ^oint  de  rebrous^ 

ddy 
iement  n'est  plus  ;t^=s  o  on  :=  ^  »  puisque  la  courbe 

.  ne  passe  pï»  à  ce  point-là  dé  sa  concayité  à  sa  coU'* 
Texité,  et  réciproquement;  mais  nous  connaîtrons  ce 
point  à  ce  que  les  yaleurs  multiples  de^  s*j  réduiront  à 
une  seule  ^  et  qu'immédiatement  après  la  yaleurde  x 
qui  a  opéré  cette  réduction^  le  coefficient  différentiel 

j^  aura  deux  yaleurs  de  mêmes  signes.  D'où  il  suit 

qu'une  courbe  ne  peut  ayoir  de  rebroussement  de  se^ 
conde  espèce ,  qu'en  tant  que  son  équation  différentielle 
du  second  ordre  sera  affectée  d'un  radical  dont  l'indice 
est  un  nombre  pair. 

164.  Nous  allons  maintenant  faire  quelques  applica* 
tions  des  méthodes  précédentes ,  pour  trouyer  les  points 
aîngutiers  que  nous  ayons  d^jà  considérés ,  sayoir  ',  ceux 
où  aboutissent  les  coordoiinées  d'extrêmes  grandeurs , 
les  points  d'inflexions  et  ceux  de  rebroussemens  des  deux 
espèces. 

X  Trouver  les  points  singuliers  cirdessus  mentionnai 
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de  la  ûourbe  dont  l'équation  est 

Difi^rentlant  quatre  fois  de  suite  cette  équation,  il  vient 


g=^^î^'C.-.)=^..:...........c.h 


^=5?^i!#'C.-.)=^. 


3?—    (an— 0» 


.(J); 


Faisant  -^=3  a,  d*oà  jrssa^  il  est  Bien  clair  que 

fli  n  =  1 ,  la  courbe  aura  une  ordonnée  d'extrême 
grandeur  qui  correspondra  à  labsci^e  a  et  qui  sera 
un  nuLoimumou  un  minimum,  suivant  que  c  sera  né- 
gatif  ou  positif  :  car  x  =  a  faisant  évanouir  les  seconds 
membres  des  équations  (b)  ,  (c),  (d) ,  réduit  celle  du 

quatrième  ordre  (a)  à  3^=  M^  (art.  167).  Mais  «î 

n  ^  1  >  alors  x = a  continue  i  faire  évanouir  les  valeurs 

dv       ddt 
de  ^  et  ^^ ,  ensuite  rend  les  valeurs  de  toutes  les 
dx       aST 

fractions  dfférentieQès  d'un  ordre  supérieur ,  infinies, 

ce  qui  »  au  premier  aspect ,  paraît  ne  pas  devoir  doi>- 

aer'nne  extrême  grandeur  â^,  puisque  par  la  théorie 

des  maxima  et  miinima ,  il  faudrait  que  tous  les  coeffi^ 

dens  différentiels  s'évanouissent  jusqu'à  un  coeffiçieiit 

différentiel  d'un  ordre  pair  exclusivement.  Cette  diffi- 
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cnlti  dont  personne  ne  s'est  occupé  jusqu'i  présent  ^ 
dtt  moins  à  ma  connaissance  |  disparut  aisément  par 
.  le  mofen  de  l'artifice  suivant  >  qui  érite  toute  discus- 
âion  prétmdue  métaphysique ,  dont  nous  nous  sommes 
fait  une  Ich  de  ne  jamais  entretenir  notre  lecteur. 

Passant  b  dans  le  premier  membre  de  Téquation  (a); 
et  faisant  pour  abréger  %  ^=iy  —  6  ^  on  aura  réquation 

«=c  ï/(a>-ay,     ou    **■-*  =  c^(x^-ay»....(/^^ 

dans  laquelle  </  =  c*^* 

Différentiant  deux  fois  de  suite  cette  dernière  équa- 
tion ,  on  a  pour  équation  différentielle  du  premier 
ordre 

(an— i)  *•-*  ~  =  4«^  (X—  ay^«. . . .(g)  , 
et  pour  celle  de  second  ordre 

(an— i) (an— a)  z^^^+  (a/,—  i)»"— ^ 

=4n  Ç4n—  1  )  (f  (x— a)^*— . . . .  .(h). 
Ox,  lorsqn»  a:  =  a  »  l'équation  (g)  se  réduit  à  celle 

(a«-0*— ^=o, 

à  laquelle  on  ne  peut  satisfaire  généralement  qu*eii 

£itisant  ^=2  û  ;  donc  x^=ia  fait  éyaaouir  le  premier 

terme  et  le  second  membre  de  l'équation  (h)  ;  ce  qui 
donne 

(a»— i)»*""^^j=o, 
équation  à  laquelle  on  ne  peut  généralemeiit  satisfaire 
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^u'en  £Û8ant  ^^=o.  Mais  il  est  aisé  de  voit  q\i*i 

chaque  différentiation  àuccessive  de  Téquatioa  (A) ,  où 
aura  par  la  diiFérentiation  partielle  da  dernier  terme 
du  premier  membre  relativement  à  la  fraction  diffé^ 
rentielle,  le  facteur  (an—  i )«■""*  qui  multipliera 
cne  fraction  différentielle  dont  le  numérateur  sera  la 
différentielle  de  z  du  même  ordre  que  celui  de  la  dif-** 
férentiation  totale  ,  et  pour  dénominateur  dx  élevé  à 
la  même  puissance  que  l'ordre  de  différentiation  :  ainsi 
à  là  m***'  différentiation ,  Ton  aura  pour  dernier  terme  , 

du  premier   membre  (an— i)**""^-t-;^,  et  tonales 

termes  précédons  équivalons  à  celui-ci  en  ordre  ou 
puissances  des  différentielles  de  s  ^  ne  con^endront 
pourtant  que  des  différentielles  de  z  dont  l'ordre  ne 
dépassera  pas  m— t,  Donc  ^.représentant»  pour  abré- 
ger, la  somme  de  tous  ces  termes  par  •^^■»  la  m""^ 
différentiation  donnera 

=  4n (4n—  i  ). .  .(4n— 7ÎI+ 1  ) c'  (x— a)*— «..iCO- 

Or,  tant  que  4^'^m,  totls  les  termes  de  cette  équa- 
tion s'ivanouiront  lorsqu'on  fera  xzrza}  c'est  ce  que 
nous  avons  vu  avoir  lieu  lorsque  m  =  i ,  m  ;=a  ;  c'est 
donc  aussi  ce  qui  aura  lieu  pour  m =3,  et  de  suite 

pour  m=4^  5*  •• -4'^*""^  »  °^^  ^o^*^^ ''^=4'>t  ^ 
qui  donne  l'équation 

Lj-L.  +  (a«-i)*-- 2^ 
C3  4n(4jt  — i) a.i.c' (U), 
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il  est  clair  que  le  poljnome  représenté  par  le  premier 

tenne  de  l'équation  {k) ,  qui  ne  se  compose  que  de 

termes  ayant  pour  facteurs  différentiels  des  fractions 

,  ,    -  dz^'-P     dn  ^      ^   , 

deJa  forme  j-Zm-  aZp>P^^  pouvant  être  >'4«—i, 

s*éyanouira  lorsque  x=:a ,  ainsi  que  nous  l'ayons  dé- 
montré précédemment  ;  donc  l'équation  (k)  se  réduira 
i  celle 

2?*""  (a/i — i)a«-^ 

qui ,  nous  donnant  un  coefficient  de  l'ordre  pair  4^  no 
s'évanpuissant  pas  lorsque  tous  ceux  qui  le  précèdent 
•'éyanouissent^  annonce  une  extrême  grandeur ,  laquelle 
est  un  maximum  si  c  est  négatif ,  et  un  minimum  dans 
le  cas  contraire  y  comme  nous  l'avons  déjà  trouvé  pour 
le  cas  de  n  =  1 .  Ainôi  dans  tous  les  cas ,  et  quelle  que 
soit  la  valeur  de  n  en  nombre  entier  et  positif^  la  courbe 
de  l'équation  (a)  a  l'ordonnée  correspondante  à  Tabs- 
cisie  a,  qui  est  d'extrême  grandeur. 

Au  reste ,  à  l'inspection  seule  de  Téqnation  (c) ,  il 

ddv 
est  aisé  de  conclure  que  la  valeur  de  -j^  étant  affectée 

de  or^-a  élevé  à  une  puissance  fractionnaire  dont  le 
numérateur  est  un  nombre  pair,  reste  de  même  signe  , 
en  y  substituant  successivement  a  +  ^et  a— J  à  la 
place  de  x 4  donc  en  deçà  et  en  delà  du  point  ayanC 
pour  coordonnées  a  et  6 ,  la  courbe  tourne  toujours  sa 
convexité  ou  concavité  vers  l'axe ,  suivant  que  c  est 
positif  ou  négatif.  Ainsi  les  développemens  que  nous 
avons  donnés  précédemment  à  cette  question  \  sont 
pour  faire  connaître  que  la  méthode  générale  n'esta 
îsunais  en  défaut ,  même  dans  ce  cas  qui  présentait 
9u  premier  aspect  une  contradiction. 

«4 
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II.  Prenons  pour  second  exemple  la  courbe  dont 
Téquàtion  est 


y:=ih  +  c  V^(x  —  ay (l). 

La  différentielle  du  premier  ordre  de  cette  équa- 
tion est 

^  =  — ^  cÇ^x^ay^' (m) . 

et  celle  du  second  ordre  est 

cPv  an  — îî±î 

3^  (a/i+O*     ^  '  ^  ^ 

Faisant  a:  =  a  ^  les  équations  (m)  et  (n)  se  réduisent 

respectivement  à  -^  =  oo ,  et  3-^=  —  00  ;  donc  la 

courbe  de  Téquation  (/)  a  un  point  d'inflexion  on  de 
rebroussement  de  première  espèce  verticale  (art.  161 , 
i63)  ;  mais  substituant  à  a:  la  quantité  a  +  ^>  ensuite 
celle  a  — -  /  dans  l'équation  (  /)  de  la  courbe ,  on  a 
la  valeur  de  y  toujours  plus  grande  que  l'ordonnée  b 
correspondante  à  Tabscisse  a  ;  donc  le  point  singulier 
est  de  rebroùssement  vertical  (1"  méthode  de  lart.  161). 
La  seconde  méthode  de  l'article  161  que  l'on  peut 
employer  ici ,  puisque  pour  xp=^aonsLy^o,  donne 
le  même  résultat. 

III.  Examinons  la  courbe  dont  Téquation  est 


^  =  i=hc(x— a)  " (0). 

DifPérenttant  deux  fois  de  suite ,  il  vient 
4y ay*+  I  ^  ,  ^      ^  N=: 

—  =  -I-  — — —  c  f  j;  —  £t  )■* 

dx       ^      s^n         ^  ' 
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Faisant -j^=o»  d*où  x=:a,  on  a  -^=00;  donc 

la  courbe  proposée  a  un  point  singulier  horizontal 
d'inflexion  ou  de  rebroussement  (art.  169  ).  Or ,  Tex- 
posant  fin  du  radical  de  la  valeur  de  y  [équat.  (o)  ] 
étant  un  nombre  pair  ^  la  substitution  de  a -f*^  pour  x  , 
donne  deux  valeurs  de  y)  donc  la  courbe  a  au  point 
dont  les  coordonnées  sont  aetb  ,un  point  de  rebrous-* 
«ement  vertical  po*i/i/'(*)  [art.  160). 

IV.  Prenons  maintenant  pour  exemple  la  courbe 
de  réquation 

y=zb  +  cxdza  ^a? (p). 

Les  équations  dilFérentJélIes  de^  premiers  et  second 
ordres  de  la  proposée  sont 

g  =  c±-av/cc (î> 

,t  %=^7~ W. 

Faisant  3^=  i ,  d'où  x  =  o ,  Téquation  (fl )  se 


('*')  Je  le  dis  positif ,  parce  cpe  :r  =  a  -f-  /"  donnam  deux  yalenn 
^ey  du  c^të  des  x  positÛs  par  rapport  à  Tordoniiffe  b  da  point  de  m. 
Tebroussement  ,le8  branches  IV,  FV'  qni  forment  ce  rebroussement ,  '^*  '^* 
•'^tendent  dn  cMé  des  abscisses  positives.  U  aaraitëté  négatif,^  si  Ja 
snbstitauon  de  a  —  J^  arait  donne  denz  -nJeors  de  y ,  parce  qo^lors 
les  denx  branches  IF,  IP  qni  aaraienc  Ibrmë  ce  point  de  rebioas«> 
sèment,  se  seraient  ëtendoes  do  c^tëdes  x  négaclft  par  rapport  à 
L'ordonnée  I^  du  point  de  rebroassement. 

14.. 
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réduit  à  celle  ^  =:  c  ;  donc  le  point  singulier  eit 

oblique  (  art.  iSa  ) ,  et  il  est  aisé  de  voir  que  le  point 
est  de  rebroussement  positif  »  puisque  faisant  x=/^ 
on  a  deux  valeurs  de  mêmes  signes  de^  (art.  162 
et  160  )• 

V.  D'Alembert  dit  au  mot  febroussement  (  page  ySi 
du  tome  second  du  Dictionnaire  de  Mathématiques 
de  t Encyclopédie  par  ordre  de  matières)  ,  a  qu'il  est 
i>  le  premier  à  avoir  démontré  l'existence  des  points  de 
r>  rebroossement  de  la  seconde  espèce  f  que  d'habiles 
K)  Géomètres  avnent  attaqués,  n  Je  crois  que  ces  dis-* 
eussions  ne  venaient  que  de  ce  qu'on  traitait  ces 
questions  d'après  la  considération  des  quantités  infini- 
ment petites /ainsi  que  le  fait  d'Alémbert  lui-même 
dans  l'article  cité  ;  ce  qui  jetait  sur  toutes  ces  matières 
une  teinte  d'inexactitude  »  et  par  conséquent  d'incer- 
titude dans  certains  cas  on  peu  délicats  comme  celui-ci. 

Mais  de  pareilles  incertitudes  ne  peuvent  exister 
dans  cet  ouvrage  ^  où  enfin  éclairés  par  une  étincelle  de 
lumière  jaillie  du  génie  du  plus  grand  Géomètre  connu» 
nous  sommes  parvenus  à  poser  le  calcul  différentiel 
sur  les  mêmes  bases  que  l'algèbre  et  la  géométrie  des 
anciens. 

Nous  allons  prendre  le  même  exemple  que  d'Além- 
bert ,  c'est-à-dure  la  courbe  de  l'équation 

1*1  Noua  avmis  mis  de  plot  que  d^Alembert,  la  coDManit  b ,  afin 

fis*  10.  ^  noua  coafonner  h  la  figare  10  ;  d'aUleurt  il  est  clair  que  ceue 

coBSUote  h   ne  change  en  rien  la  figure   de  la    coorbe  4r«Af| 

puisqu'elle  ne  fait  que  transporter  Torigiiie  «f  de  la  courl>e  à  une 

distance  b  de  Taxe  (X)  X  des  abscisses. 
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BflFétei^ant  de^x  fois  cette  équation ,  0  Tient       .    l^ig*  ><>• 

|=«±5^x' (o 

Fusant  x  =  o  jles  deux  valenrâ  de  y  dans  la  pro« 
posée  (i)  se  réduisent  à  Tunique  b  ;  et  faisant  a;=^ 
qu'on  peut  prendre  plus  petite  que  tonte  q^^ptîté  don- 
née ,  et  par  conséquent  <  y  6*  et  que  ^ ,  Véqua* 
tiou  (s)  àpnne  deux  valeurs  positives  de  j^ ,  et  l'équa- 
tion (u)  donne  aussi  deux  valeurs  positives  de  -r—  ; 

donc  le  pointe»  où  a;r:=  o  et  ^  r=  fr ,  en  prenant  Vor»* 
gine  des  coordonnées  au  point  (X) ,  est  la  réunion  de 

deux  branches  de  courbe  ;  et  puisque  -r*^  ^  positif 

tant  que  a:  <^  ^ ,  ces  dei>x  branches,  présentent  leur 
convexité  vers  l'axe  des  abscisses  ;  donc  le  p<^int  ^  •esjt 
de  rebroussement  de  Seconde  espèce  (art.  i63). 

La  branche  supérieure  m^  correspondante  a  la  valeur 

de  T-^ ,  prise  avec  le  signe  positif  devant  le  radical ,  est 

toujours  convexe  ;  mais  la  branche  inférîetire  »K9 
éprouve  une  inflexion  oMiqàè  lorsque  x  =  3^ ,  puis- 
que pour  cette  abscisse  jon  a  -3^^=  Q  >  «^  que  la  va- 
leur de  -j2-  prise  avec  le  signe  négatif  qui  correspond 
à  la  branche  inférieure  est  ^  (  art.  161^). 
VI.  Soit  enfin  la  courbe  dont  l'équation  est  ' 


yzsrb  +  c  (x  -^ay^l. . . .  .(y)/ 
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Differentîant  deux  fois  de  suite  cette  équaitroti^  t>ii 
a  successivement 

^=£ii^c(x-a)ï^ ....(^). 

"^ ''^''"— ^c(«^a)  ••**  ....(y). 


La  valeur  de  ^^  égalée  i  ^  donne  aussi  -j2-  =  i.  ; 

donc  la  courbe  a  un  point  singulier  vertical ,  et  ce 
point  est  d^inflexion ,  puisqu'en  substituant  successive^ 
xnent  à  x  les  quantités  a-f-J^  et  a — cT  dans  Téqua- 
tion  (i/)  de  la  courbe  ,  la  première  de  ces  substitutions 
donne  j^>  &  ,  et  la  seconde  donne  y<C^b  (art.  161  ). 

L*applicatiô|i  de  la  seconde  méthode  enseignée  à 
Tarticle  161  donnerait  le  même  résultat ,  puisque  pour 
â:  r=  a  -f*  ^€t a?  =5 a  — / ,  l'équation  (j^) .donne deuoc 

valeurs  de  signes  contriaifes  de  -y^. 

16S.  Ce  qui  caractérise  particulièrement  les  points 
de  rebroussemens  des  deux  espèces  »  c'est  que  la  tan-- 
gente  à  ces  points  (1,1'^  l",  a»)  de  la  courbe  (fig  10  }  » 
Test  auï  dieux  branches  qui ,  par  leur  contact,  fondent 
le  point  de  rebroussemeiit;donc  le  point  Ade  la  figure  16^ 
où  les  deux  branches  BC AE,  BD AF  sç  rencontrent,  n  est 
pas  nn  point  de  rebrouésement,  puisque  ce  point  A 
n*est  pas  de  contact  conmie  dans  les  rebroiissemens  , 
mais  de  section  ,  et  alors  on  l^appelle  nœud. 

Les  nœuds  A  des  figures  11  et  i  6  sont  simples ,  parce 
qu'il  n'y  at|iie  deux  branches  de  courbes  qui  >se  coupent 
à  ce  point.  Mais  si,  comme  dans  la  figure  18,  il  y  a 
au  point  A  trois  branches  BDAE ,  CGAF^  BAC  qui  sa 
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coupent ,  le  nœud  est  triple.  S'il  y  avait  quatre  branches 
de  la  courbe  qui  se  coupassent  en  un  seul  point ,  alors 
Tintersection  de  deux  branches  formant  un  nœud  simple, 

çelm'  que  nous  considérons  serait  de  l'oiidre  ^^—,  ou  stx- 

tople.  Enfin  généralement  si  n  branches  de  la  mémo 
courbe  se  coupent  à  un  ,n:(éme 'point ,  le  nOBud  est  d« 

Tordre  !L2LZiO  (*). 

Les  Géon^^tres  appellent  quelquefois  points  mu/- 
tiples^  ceux  .qui  app^ennçQt  à  plusieurs  branches  de 

courbes;  ces  points  sont  àiXs doubles ,  triples n^f^''^ 

suivant  qu'ils  appartiennent  à  deux ,  trois nbranches 

d'une  même  courbe  ;  ainsi  les  points  de  rébroussemens 
et  les  nœuds  simples,  sont  des  points  doubles,  et  les 

nœndsde  Tordre— i2llli2  «ont  des  points  n"^'. 

166.  Puisqu^â  un  nœud  de  Tordre  ■  ■    ^^     d'une 

courbe ,  il  y  a  n  branches  qui  ont  un  point  commun  , 
il  est  clair  qu'à  ce  point,  les  n  valeurs  de  j' jqui  corres- 
pondent respectivement  à  ees  a  l^ranches,  se  réduiront 
4  une  seule ,  et  la  tangente  à  Tune  de  ç^s  branches  ^  ne 
pouvant  être  tangente  à  une  autre  branche  qui  coupe  la 
première  (  car  si  ces  deux  branches  avaient  une  même 
tangente  au  point  qui  lêiir  est  oomniun,  elles  formeraient 
un  rebroussement  et  non  un  nœud)  ,  il  s'ensuit  que 
Ton  doit  avoir  à  ce  point  un  nombre  ri  de  v^eurs  de 

rfv 
la  tangente  trigonoméftrique  <^»  Cela  pos^,  ypici  la, 


(*)  Ceci  noas  semble  provrac  liumifesteineiity  qac  c^est  k  tort  qne 
^elques  G^oiqècres  ■«  consîdèreBC  JinrersectioA  en  un  m^e  poinA 
de  n  branches  ;  que  comme  no  m«ud  de  Tordre  n. 
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méthode  générale  pour  connaître  si  une  courbe  donné» 
par  son  éqnation  a  des  nœuds  ,  et  pour  déterminer 
Tordre  de  ces  nœuds. 

Donnez  à  x  une  valeur  convenable  pour  que  plw 

sieurs  valeurs  de  j  se  réduisent  à  une  seule  ;  subsii-^ 

dv 
tuez  cette  valeur  de  x  dans  t expression -^^  et  si  de 

eette  dernière  substitution  il  résulte  plusieurs  valeurs 
constantes  de  cette  fonction  différentielle ,  le  nombre  de 
cfs  valeurs  sera  celui  des  branches  qui  se  coupent  ;iï où 
ton  conclura  sans  peine  tordre  du  nasud. 

167.  Eclaircissons  ceci  par  quelques  exemples. 

I.  Soit  la  courbe  dé*  Téquation 

ay  =  û»x»—  x^ (a). 

Faisant  j^  =  o,  on  a 

(A)....x±=o    et    x  =  ±:a....(c). 
Mais  réquation  différentielle  de  la  courbe  est 
Ar^      U^-^ (^, 

et  j  snbstitoant  la  première  Talenrde  x  [éq.  (6)3, 
«n  a 

donc  le  point  de  la  courbe  de  Téquation  (o)  placé  à 
l'origine  des  coordonnées  ^  est  un  nœud  simple ,  et  leâ 
tangentes  à  ce  point-là  se  coupent  à  angle  droit. 

Différentiant  l'équation  (d),  oa  9,  ^ 

ddy  .    a?(&c»— 5a») 
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équation  qui  se  réduit  à  -7^  =  o  lorsque  x=o  •,  donc 

cbacune  des  deux  branches  qui  forment  le  nœud  dont 
nous  Tenons  de  parler  ^  a  à  ce  point  une  inflexion 
oblique  (art.  16a).  Si  à  ces  différentes  circonstances 
de  la  courbe  ,  le  lecteur  joint  celles  qu'il  déduira  sans 
peine  de  V  équation  primitive  (a)  et  des  équations  difféf 
rentielles  (d)  et'(e)  ,  pour  trouver  les  extrêmes  gran- 
deurs des  ordonnées  (art.  i56),  il  reconnaîtra  parmi 
les  courbes  représentées  dans  la  planche  du  calcul 
différentiel ,  celle  de  Téquation  (a)  ,  sans  que  nous  lui' 
indiquions  le  numéro  de  cette  figure . 

La  courbe  que  nous  venons  de  discuter ,  s'appelle 
lemnicaste  »  et  est  quarrable  ainsi  que  nous  le  verrons 
dans  le  Calcul  intégral. 

II.  Soit  encore  l'équation 

çue  nous  voulons  discuter  pour  savoir  si  son  lieu  géo« 
métrique  a  des  nœuds. 

Différentiant  deux  fois  de  suite  l'équation  (/)  » 
il  vient 

$1=±_?^+JL= Où 

^  a  \/ax  +  ac 


«t 


3^^"      4\/(ax+cy" 


Hais. faisant  dans  la  proposée  a:='0>  ce  qui  réduit  les  ' 
deux  valeurs  de  j^  i  la  seule  zéro>  Téquation  (g)  donne 


È- 


=*|/:' 
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et  celle  (fi)  donne  * 

^_^3    a 

le  premier  de  ces  denx  résultat^  nous  apprend  qu*il 
j  a  à  l'origine  des  coordonnées  un  nœud  simple ,  et 
le  second  qu'il  n'y  a  pas  d'in&esdon  à  ce  point-là.  Je 
laisse  au  lecteur  le  soin  de  finir  la  discussion  des  équa- 
tions (/)  ,  {g) ,  (  A  ) ,  et  d'après  cela,  de  trouver  dans 
la  planche  du  cdcul  différentiel  la  figure  de  cette 
courbe. 
III.  Soit  enfin  l'équation 

j^  +  aoy'x  — ojc'rs  o (i)    ' 

dont  nou^  allons  chercher  les  nœuds ,  si  elle  en  a. 

Faisant  x  =:  o ,  les  quatre  valeurs  de  j^  se  réduisent 
i  zéro  ;  et  différentiant  la  proposée ,  on  a  l'équation 

dy 3ax  +  aa^qz  aa  ï/o^-j-cx  , 

qui  se  réduit  à 

p-^i^ (0 

dx       zta  .G  ^  ^ 

lorsqu'on  fait  x  =  o.  Or ,  si  Ton  jg^rend  le  signe  infé- 
rieur du  numérateur  ^  on  a 

...  £=±«, 

ce  qui  indique  que  l'axe  des  ordonnées  est  tangente  i 
la  courbe.  Mais  l'équation  (/)  prise  avec  le  signe 
supérieur  du  numérateur  donne 


^ 


=  *s- 
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«xpresûon  dont  nous  pourrions  déterminer  la  vrais 
Talejsr,  en  substituant  dans  l'équation  (A)  la  yaleur 
àey  déduite  de  la  proposée  (i),  et  nous  senrant  de 
h  méthode  enseignée  au  chapitre  YIII  (art.  60  et  suiv.); 
mais  nous  allons  dans  ce  cas-ci  user  d'un  artifice  pour 
trouver  la  valeur  cherchée  de  ~  y  qu^  nous  épargnera 
beaucoup  de  calculs. 

Mettant  l'équation  (h)  sous  la  forme 

et  dklFérentîant  par  rapport  à  j^,  x  et  rfy,  ou  a,  toutes 
réductions  faites ,  l'équation 

dix^  f  *  ,        3 

a  (c*-f-  arj 

qni  y  lorsqu'il  fait  x  as  c ,  d'où  y  =0  ^  se  rédoit  k 

djf^  —  ^  a' 
«t  ne  prenant  que  le  signe  supérieur ,  parce  que  l'in- 
férieur donnerait  des  valeurs  imaginaires  à^,  on  aura 

ai i/a* 

donc  la  courbe  de  l'équation  proposée  (  0  ^  un  nœud 
triple  à  l'orig^xe  des  coordonnées.  Cette  circonstance 
de  la  courbe  réunie  à  celles  que  le  lecteur  dédnîra 
aisément  de  l'équation  (  £  )  ,  lui  indiqueront  suffisam- 
ment quelle  est  parmi  les  courbes  tracées  dans  la 
planche  du  calcul  différentiel ,  celle  que  nous  venoni 
de  discuter. 

168.  Si  deux  branches  DG,  PH  %%  rencontrant  en  Fîg.  19. 
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Fif.  la-  na  point  D ,  se  présentent  réciproquement  leur  conca-^ 
vite ,  le  point  D  ne  peut  être  de  rebrôussement ,  puis- 
que chaque  branche ,  telle  que  celle  DG  ,  présente  sa 
concavité  â  la  tangente  DC  de  l'autre  branche  DH  ,  et 
que  conséqnemment  à  ce  point  D  ,  la  courbe  a  deux 
tangentes  DF  ,  DC ,  ce  qui  caractérise  le  nœud  simplo 
(art.  i65).  Mais  si  Ton  conçoit  que  les  deux  branches 
DG ,  DH  tournent  autour  du  point  D  jusqu'à  ce  que 
leurs  tangentes  coïncident  entre  elles ,  et  se  confondent 
fjg.  i3.  ^^^^  ^  perpendiculaire  FDC,  alors  le  point  D  n  est  plus 
un  point  de  section ,  puisque  l'une  des  deux  branches 
DH  n'est  que  la  continuation  de  l'autre  branche  DG  ; 
il  n'est  pas  non  plus  un  point  de  rebroussement ,  puis* 
que  ce  dernier  point  est  de  contact  et  non  de  rencontre  ; 
mais  alors  le  point  D  est  la  limite  (  *  )  de  la  courbe 
dans  le  sens  des  abscisses.  Or  >  il  est  évident  qu'à  un  tel 
point  D  ,  l'abscisse  x  est  d'une  extrême  grandeur  » 
laquelle  est  un  maximum  ou  un  minimum  suivant  qua 
l'origine  des  coordonnées  est  en  A'  ou  en  A.  Ainsi , 
d'après  la  méthode  des  maximis  et  minimisa  ap()li- 
quée  i  la  Géométrie  (art.  iS6  et  suiv.) ,  le  caractère 


{*)  he  mot  limite  n'est  ptt  pris  ici  dans  le  sent  qne  les  GéomètrtB 
lai  donnent  soutent  en  considânnt ,  par  exemple ,  ane  coorbe 
comme  étant  la  limite  de  tons  les  polygones  ou  portions  de  po- 
lygones qui  loi  sont  inscrits  et  circonscrits ,  etc.  (  voyez  le  Discours 
préliminaire  j  ;-mais  il  exprime  le  point  auquel  atteint  rigoureuse- 
Aient  une  quantité  sans  pouvoir  la  dëpaaser.  U  me  semble  que  pris 
^ns  ce  sens ,  il  faudrait  se  senrir  de  la  simple  dénomination  de 
limite;  et  qoe  pour  exprimer  la  quantité  qui  ssjcapproche  sans  cesse 
d'une  autre ,  de  manière  >  n'en  difiërer  que  .d'une  quantité  plus 
petite  qne  toute  quantité  donnée ,  on  devrait  se  senrir  de  la  dénomi- 
nation  de  limite  -traneoendante.  Ainsi  a  est  la  limite  des  valeurs 
de  y  dans  Téquation  a*y  ssfitfjç—  ix»,eih  limite  arausceodanl» 

de  U  9oite  I -f- ^H- i  ^  I -h etc.  X 
a     4      Ô 
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des  limites  dans  le  sens  des  x  est  -r-  =  o. 

dy 

jj^x  =o>  ®^  "Spï""  *  ""®  quantité  réelle 

et  significative. 
Par  exemple ,  faisant  dans  Féquation  {d)  de  i*ar- 

ticle  167  ^3=00,  on  a  x^=2±ia^  d'où  ^=0;  et 

l'on  s'assurera  aisément  que  les  denx  yalenrs  de  x 
sont  des  maxima  ;  car  différentiant  l'équation  (a)  de 

1  art.  167,  mise  souslaforme  x=ie: : -^^ 

d'abord  par  rapport  à  x  et  y  ^  ensuite  par  rapport  i 
dx  et  y  ;  enfin  faisant  X3«±aou^  =  o  dans  l'équa-* 
tion  différentielle  du  second  ordre ,  on  aura 

ddx  _      g:  y/a 

équation  qui  d'abord  prise  avec  les  signes  supérieurs , 
donne 

ddx —  1 

■^  ~  av/a' 

ce  qui  est  le  caractère  du  maximum  de  x  (  =  db  a) 
correspondante  èiy^O}  et  qui  ensuite  prise  avec  les 
ttgnes  inférieurs ,  donne 

ddx  • 

■^  =  '^>       • 
'   ce  qui  est  le  caractère  du  point  d'inflexion  correspon- 
dant de  même  à^  =  o  où  l'on  a  aussi  x  =  o  ^  et  qui 
a  lien  au  nœud  A  de  la  courbe ,  comme  nous  Tayons  Fig.  xi. 
trouvé  à  l'article  167. 

SI  de  même  les  denx  branches  DG ,  Dit  tournent  Fig.  la. 
autour  du  point  de  section  D  jusqu'à  ce  que  teurs  tanr 
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Fig.  i3.  genteê  coïncident  entre  eUes  et  $e  confondent  avec 
la  parallèle  BF'  à  Taxe  des  abscisses  ;  alors  le  point 
ly  est  la  limite  de  la  courbe  dans  le  sens  des  y  ,  et 
l'on  trouvera  ces  limites  par  la  méthode  ordinaire  des 
maximis  et  minimis ,  appliquée  aux  ordonnées  de  la 
courbe. 

2  6g.  Cependant  on  peut  avoir  un  maximum  de  coor- 
données» sans  que  pour  cela  on  ait  la  limite  de  la  courbe 
dans  le  sens  de  cette  coordonnée ,  puisque  dans  les 
Fig.  10.  courbes  serpentantes,  telles  que  celle  EBDFIY'y  il  y  a 
autant  d'ordonnées  maximum  CB ,  $1  que  de  serpente-' 
mens;  ainsi  la  limite  de  la  courbe  dans  le  sens  des  j^  » 
Sera  en  I  où  correspond  la  plus  grande  des  ordonnées 
1$  maxima. 

1 70.  Les  caractères  des  points  multiples  sont ,  comme 
nous  l'avons  dit  à  l'article  166^  i*.  qu'à  une  certaine 
yale^r  de  x,  plusieurs  de  celles  de^  se  réduisent  à  une 
saule  ;  a®,  que  pour  la  même  valeur  de  j;  ^  l'expresaioa 

variable  de  -^ ,  ou  plus  généralement  de  ■!     j[- ,  sa 

réduit  à  plusieurs  valeurs  réelles  et  inégales;  mais  si 
avec  le  premier  caractère  commun  à  tous  les  points  ' 
multiples  ,  on  a  pour  ta  fraction  différentielle  des  va* 
leurs  imaginaires  ;  alors  il  6St  cilir  que  les  branches 
nouées  na  pouvant  avoir  de  taagentes ,  et  ccmcentrcnt 
dans  leur  nœud  :  ainsi  cette  partie  de  la  courbe  n'est 
qu'un  simple  poitt  isolé.  On  appelle  les  points  de  cette 
espèce  pointe  cQfifUgués ,  parce  qu'ils  sont  ;K>uvent  , 
^*après  une  valeur  particulière  que  l'on  donne  à  quel- 
qu'une des  constantes  de  l'équation  de  la  courbe ,  la 
réduction  à  un  seul  point  de  certaines  parties  fermées 
de  la  cou|^e  ,  séparées  des  autres^  et  qu'on  appelle 
ovales  conjugués. 
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Exemple.  Soit  Téquation  

donc  pour        x=so...,(i)    et    a:  =  J....(c), 
on  a  y=:±:o. 

Mais  différentiant  la  proposée  ,  on  a 
Jv         .       Sx  — aft 


£^ 


^  =  =  -4= 


équation  qui   se   réduit   à  celle  ^  =  ^     . — -=  » 

lorsqu'on  fait  x  =  o  |^équat.  (  6  )] ,  et  qui  se  réduit 

à  réquation  ^=  »  lorsqu'on  fait  x  =:  ft  [éq.  (c)]; 

donc  l'origine  A  des  coordonnées  est  un  point  conju- 
gué de  la  courbe  ^  et  il  sera  aisé  de  prouver  que  '^  ' 
AC=&  est  un  minimum  d'abscisse  (art.  168) ,  et 
par  conséquent  que  le  point  C  est  la  limite  dans  le 
sens  des  x  de  la  partie  étendue  ...ECF...  de  la 
courbe. 

La  courbe  que  nous  yenons  de  dbnsidérer  se  déduit 
de  celle  représentée  p^  la  figure  14  »  et  dont  l'équa- 
tion est 

ay — x^4.(ft — c)x*+6cx  =  o....(d) 

lorsqu'on  fait  0=0.  Cette  valeur  particulière  donnée 
a  la  constante  c  a  réduit  l'ovale  conjugué  BA  de  la 
figure,  14  au  seul  point  conjugué  A  de  la  figure  i5. 
Si  Ton  fait  dans  l'équation  (d)  ï  =  o ,  alors  l'espace 
AC  disparaissant ,  l'ovale  conjugué  AB  de  la  figure  14  se 
change  en  la  feuille.  ACBD  de  la  figure  16  >  et  le  point 
A  devient  un  noeud.  Enfin  si  l'on  fut  en  même  temps 
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&  =  o  et  c=o  j  alors  la  feuille  de  la  figure  16  s'éva- 
nouissaat  ^  il  ne  reste  plus  que  le  point  de  rebrousse* 
ment  A  de  la  figure  17. 

La  courbe  de  l'équation  (d)  ,  figure  14»  et  ses  déri- 
Tées  (  fig.  i5 ,  iG et  17  ) ,  ont  été  traitées  par  Lacroix^ 
de  qui  j*ai  emprunté  cet  exemple ,  parce  qu'il  présente 
d  une  manière  fort  simple  les  différens  changemens 
qu'éprouvent  les  circonstances  d'une  courbe  ,  lors- 
qu'on fait  successivement  évanouir  une  ou  plusieurs 
constantes  de  Téquation  proposée  ,  en  tant  cependant 
que  Ton  ne  réduit  pas  Téquation  à  ne  plus  renfermer 
qu'une  variable ,  ce  qui  ne  donnerait  dans  ce  cas-là 
qu'un  assemblage  d'un  nombre  limité  de  lignes  droites 
réelles  ou  imaginaires. 

§vi. 

JDes  Courbes  osculatrices  ;  des  rajrons  oscU'^ 
lateurs  ;  des  déi^eloppées  et  déueloppantes. 

171.  Une  ligpe  est  oscu/atnce  d'une  courbe  quel* 
conque ,  lorsque  contactant  cette  dernièro  en  un  seul 
point ,  on  ne  peut  faire  passer  ehtre  la  ligne  et  la 
courbe ,  une  autre  ligne  de  même  espèce  ;  telle  est , 
par  exemple  ,  la  tangente  i  la  courbe  :  car  par  le  point 
de  contact  que  nous  appellerons  point  d'osculation , 
et  qui ,  pour  la  ligne  droite  est  la  même  chose  que 
le  point  de  tangence  (  "^  ) ,  on  nie  peut  faire  passer 
une  autre  ligne  droite  entre  la  tangente  et  la  courbe. 


('*')  NoDf  TcrroM  toat  à  Theure  que  gënéralemenc  les  points  d« 
t«Qg«QC«  cl  d'McoUûoB  ne  nmi  pm  l«  uiimx  clioce. 

Noua 
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Nous  allons ,  dans  ce  paragraphe ,  nous  occuper  des 
osculatioDs  par  des  lignes  courbes. 

173.  Soit 

F(^>J^)  =  o (a) 

Téquation  d'une  courbe  plane  quelconque  ^  et 

ï 
f(a:,J')  =  o (A), 

celle  d'un  courbe  plane  algébrique  du  degré  n.  Il  est 
clair  que  toutes  les  dimensions  de  cette  dernière 
courbe  seront  données  de  grandeur ,  si  Ion  détermine 
les  constantes  de  l'équation  (b)  par  la  condition  que 
la  courbe  passe  par  autant  de  points  de  la  courba 
de  l'équation  (a)  ,  qu'il  y  a  de  constantes  dans  l'équa^- 
tion  (5)  [^'^3*  C^^A  P^sé  >  s^  ^^^^  ^^^  équations  de 
condition  résultantes  du  calcul  précédent ,  et  qui  doi-^ 
vent  être  indépendantes  des  longueurs  des  distances 
/kx  des  ordonnées  de  ces  points  ,  on  £ût  or  ==  o  ^  alors 
tous  les  points  de  section  se  réunissent  en  un*  seul  point 
qui  est  celui  d'osculation ,  puisque  la  détermination 
convenable  des  constantes  de  l'équation  (  6  )  ont  fixé 
d'une  manière  invariable  toutes  les  dimensions  de  la 
courbe  dont  l'équation  est  (i) ,  et  que  ,  conséquem- 


(*)  Ce  nombre  ne  peut  jamais  excéder  "     ,  puisque  coûte 

^oadon  da  degré  n  enue  denx  variables ,  ne  pent  aroir  plus  de 

i —^ ^  termes,  et  que  toute  relation  peut  être  diri- 

•ée  par  le  coefficient  de  la  pins  haute  puissance  de  Tune  des  deux 

variables.  Quelquefois  même  il  faudra  moins  de  — ^ ^  points 

pour  fixer  les  grandeurs  des  dimensions  d'une  courbe.  Par  exemple > 
on  sait  qne  par  trois  points  donnes  on  no  peut  faire  passer  qu'une 
•irconlërence  de  cercle. 

1^ 
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ment ,  toute  autre  courbe  de  même  espèce  que  cettt 
dernière  ne  peut  passer  entre  elle  et  la  courbe  de 
Téquation  (a).  Nous  donnerons  un  plus  grand  dévelop- 
pement à  cette  idée ,  à  l'article  174. 

On  prend  ordinairement  pour  courbe  -osculatrice  > 
une  ligue  du  second  degré ,  et  entre  autres  le  cercle 
qui  jouit  de  la  belle  propriété  d'ayoir  l'un  de  ses  rayons 
perpendiculaire  à  la  tangente  au  point  d'osculation  de 
la  courir  de  l'équation  (a) .  Ce  rayon  s'appelle  rayon 
osculateur  »  cm  <pielquefois  rayon  de  courbure  (*)  ,  et 
est  d'un  très-fréquent  usage  dans  les  sciences  physico- 
mathématiques  (voyez  la^note  I  de  mon  Ttailé  da 
Kavigaûon). 

Ne  nous  occupant  donc  parmi  les  courbes  oscula- 
trices  que  du  cercle  dont  Féquation  générale  est 

cherchons  quelles  doivent  être  les  valeurs  des  cons- 
tantes (V  ,  d  et  R  en  fonctions  des  coordonnées  y  et 
X  du  point  d*oscnlation  de  la  courbe  dont  l'équa- 
tion est  (a). 

Y-^  ,^      Soit  BDD'iyi  le  cercle  de  l'équation  (c)  ;  CDD'D'H 
une  courbe  quelconque  ayant  pour  équation 

F(x,>)=o (û), 

et  coupée  en  trois  points  D ,  ly,  D"  par  le  cercle  ; 
représentons  par  jr  et  a;  les  coordonnées  du  point  D 


(  *)  Ce  dernier  nom  lui  a  éié  donné ,  parce  que  le  petit  arc  doDt  I* 
point  d*ô«ciilation  fait  partie ,  eit  éridemmeoi  celui  de  la  courbe 
donnée  (abatractioD  faite  de  la  symétrie  de  counbore  entre  les  arcs 
de  cette  courbe)  dont  la  courbure  se  rapproche  le  plus  de  celle  du 
•crcle  gsculattur  à  ee  ^int. 
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OÙ  doit  être  le  contact  des  deux  courbes  ;  et  respeo-  Fig.  19.' 
tivement  par  y,  x'  et  y  y  x"  les  coordonnées  des  deux 
poinfs  ly  et  D".  Supposons  de  plus  que  les  trois  points 
de  sections  D|  D',  D*^  sont  espacés  de  manjère  que  les 
différences  EE',  E'E^  des  abscisses  x,  af,  a^  soient 
égales ,  ce  qui  rend  Ar  constante^ 

Cela  posé  ,  le  théorème  de  Taylor  [[  équat.  (îg) , 
art.  383  °^"^  donnera 

Mais  les  abscisses  yariant  uniformément  >  on  peul; 
substituer  dans  cette  dernière  équation  (e)  ,  la  difFé^ 
rentielle  d!r  à  la  plaide  ^e  celle  dxf.  De  plus,  on 
pourra  aâësi  n'afoir  dans  la  même  équation  (e)  que 
des  diiTérentiellcs  de  ^  à  la  place  de  celle  de  y  ;  cas 
différentiant  successivemrât  1  équation  (d) ,  on  a 

*     dy^  i=:  dy  "i^  -^àjc  -f-  etc. 


«t  substîtBant  ces  yalexurs  dans  l'équation  (e) ,  il  Tient 


âx  3x*    d 

EnEa  de  cette  dernière  équation  retranchant  cel}f 

f^d),  on  a  y  ^y=y  ""^+  ®^^'  ;  o^  / 

y  —  fl/ 4- j.  — g Aor»  4.  etc. . .  (g). 

i5.. 
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fi<*  19*  Un  caictil  semblable,  rttlativement  à  la  courbe  BD'D'I, 
donnera  de  même 

Y'— ar  +  Y=25^Aa:*+etc (/). 

Mais  les  points  D ,  ly,  D''  étant  communs  aux  deux 
courbes,  on  a  Y  :=zy  ,  Y'=y  et  Y''  zzzy"  ;  donc  éga- 
lant les  valeurs  de  y — y  et  de  Y' — Y  tirées  des 
équations  {çQ  et  (  À  )  ,  et  divisant  l'équation  résultante 
par  le  facteur  commun  Ax-,  ensuite  égalant  les  yaleuri 
de  /  _  3/  +  jy  et  Y'  -  aY'  +  Y  [  éq.  (g)  et  (i)] , 
•t  divisant  Téquation  résultante  par  le  facteur  com-* 
mun  Ax^,  on  a 

g+gAx+etc.=^+^.Ax+etc (*) 

Telles  sont  les  4^ux  équations  de  condition  qui  doivent 
avoir  lieu  pour  que  les  deu!jc 'courbés  aient  trois  points 
de  communs  D,  D',  D'',  quelle  que  soit  la  longueur  de 
àx.  Si  actuellement  nous  voulons  exprimer  la  réunion 
de  ces  trois  point»  enxm  seul  ayant  pour  coordonnées  jr 
«t  X ,  nous  n  avons  qu*à  faire  Axnrzo ,  ce  qui  réduit 
Tes  deux  équations  (Â)  et  (/)  à  celles 

^i  nous  conduiront  i  trouver  sans  peine  les  valeurs 
des  trois  constantes  <»  ,  ô  et  R  de  Téquation  (c)  dif 
cercle.  En  effet ,  différentîaiit  deuxfois  de  suite  cette 
équation  (c)  ,  et  mettant ,  à'après  les  équations  de 
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•ondition  en  (m) ,  les  quantités  respectives  -^  et  -r^ 

à  la  place  de  celles  -jj^  et  -^s^ ,  on  a  par  la  première 
différentiation ,  Téquation 

X-.=-(Y-fl)g (n); 

et  par  la  seconde  différentiation ,  il  vient  l'équation 

ï-.=_i±:+^.....(.). 

ce  qui  change  celle  (n)  en  l'équation 

^—%'^^ <')• 

Enfin  substituant  ces  valeurs  de  Y  —  8  et  X— «  dans 
réquation  (je),  il  vient 

Le  point  de  la  courbe  quelconque  []éq.  F  (Xj,^)  =  <f]  » 
pour  lequel  on  a  calculé  l'osculatioa^  ayant  pour  coor* 
données  y  %t  x ,  les  coordonnées  Y  et  X  du  cercla, 
osculateur  seront  à  ce  même  points  y  tt  X)  donc  des 
équations  (o)  et  (p)  on  tirera  celles 

,=.yJÈL±^±È^ ^^5j 

dxddy  .       \      y 

Substituant  les  valeurs  de  «»  ^  0  et  R  |^  équat.  (io6>» 
(io5),  (io4)]  daI^  L'équation  Çc),  on  aura  celle  du 
cercle  osculateur. 
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173;  Le  point  d'osculation  dNine  çonrbe  quelconque 
par  ta  ligbe  osculatrice ,  est  marqué  psœ  le  nombre  de 
points  moins  un»  par  lesquels  on  ne  peut  faire  passer 
qu'une  ligne  dé  l'espèce  de  cette  dernière  »  et  qui  se 
réduisent  en  un  seul  dans  le  cas  de  Toscnlation.  Ainsi 
l'osculation  ,  lorsque  la  ligne  osculatrice  est  une  ligne 
droite  »  n'est  que'  du  premier  ordre  (^)  ,  celle  par  lo 
cercle  est  du  second  ordre ,  et  ainsi  de  suite. 

(*)  Soit  Y=4iX4r6  r^ation  de  U  Ii|pie  droite  œcnlatrice  ,a€tl^ 
étÊni  des  quantité  indéterminé,  et  reprësentoni  tonionn  par  ^et  x 
les  coordonnée»  du  premier  point  de  section  qui  derra  devenir  point 
d'osculation  ,  et  par  y  et  x'  les  coordonnées  dn  second  point  de 

«ection:  on  aira  pour  la  courbe  ^=^4-  7-  ^^  -^  «te.  j  ei 

éTi 

|KNir  la  ligne  droite ,  Y'  =:  T  4-  ^  i&x  -^  etc.  ^  mais  aux  pointa 

ie  section  on  a  ^  =:  Y  et  ,^  =s  Y'  ^  donc 

^  Ajt  -I-  etc.  s  ^  A*.*-  etc.; 
M  dÎTisant  par  Ax ,  il  Tient 

iqnatian  qui  se  réduit  à  ^  =:  ^  dans  te  cas  oii  les  deux  point* 
de  section  se  réunissent  au  point  /jevj  dose  quation  différentielle 
de  la  ligne  droite  devient  alors  a  es  ^j  et  psiaqa'aa  point  yx  oi| 

m  Y  =:jr  <t  X:r:x,  otk  aua  6  ^J^—^fr*»  '^^^  Téquation  gcné- 

taie  de  la  lign«  droite  oseulatrice  on  tangente  k  une  courbe  tgnA* 
•onqne  est 

^^aatkm  qm  petK  être  ^erite  de  la  manière  suitante:. 
et  que  noas  «TOna  déjà  démontrée  h  Tarticte  9$^ 
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174*  Maû)  îl  est  nécessaire  de  ne  pas  confondre  le 
«impie  point  de  tangence  avec  le  point  d'osculation  ; 
car  un  même  point  de  la  courbe  de  Téquat.  F  (x,y)  =  o 
peut  être  point  de  tangence  de  cette  courbe  ,  avec  un 
nombre  indéfini  d'autres  courbes  de  même  espèce  que 
celle  de  l'équation  /*(x,y)=o  qu'on  a  prise  pour  oscu- 
latrice ,  au  lieu  qu'il  n'y  a  réellement  qu'une  courbe 
osculatrice ,  et  par  conséquent  qu'une  osculation.  Ceci 
provient  de  ce  que  la  simple  condition  qu'une  courbe 
doit  avoir  pour  tangente  à  un  de  ses  points  une  droite 
qni  est  déj4  tangente  au  même  point  commun  à  la 
courbe  donnée  ,  laisse  absolument  indéterminées*  les 
dimensions  de  la  première  de  ces  courbes  ;  au  lieu  que 
les  conditions  exprimées  par  les  équations  (ft)  ,  (/)... 
(  art.  17a  )  en  même  nombre  moins  une  unité  que  celui 
des  points  nécessaires  pour  déterminer  la  ligne  oscula- 
trice, et  par  suite  les  équations  (m)  [art.  ij^y^ea 

même  nombre  que  celles  ( /),(itt) [art.  17a  J, 

ne  peuvent  appartenir  qu'à  une  seule  des  courbes  de 
même  espèce  [équat.  f(x,y)  =  oj  qui  touchent  la 
donnée  [  équat.  F  (x,y)  =  o  ]  en  un  seul  point ,  puis- 
qu'elles déterminent  de  grandeur  et  de  position  toutes 
«es  dimensions. 

175.  Au  reste  nous  observerons  que  lorsque  la  courbe 
osculatrice  [éq.f(x,y)z=zo]  est  du  degré  marqué  par 
l'un  des  nombres  de  la  suite  a, 3,6,7, 10, 11, 14»  1 5...., 
nécessairement  le  point  de  contact  est  de  la  forme  de 
ceux  de  tangences  aux  points  d'inflexions  des  courbes 
(art.  i58  et  suiv.  );  c'est-À-dire  que  la  courbe  oscu- 
latrice étant  d'abord  en  dedans  de  l'autre  couri>e  Fig.  30» 
avant  l'osculation ,  se  trouve  en  dehors  après ,  on  réci- 
proquement; telle  est  la  courbe  osculatrice  EDM,  par 
rapport  à  la  courbe  donnéie  CDH.  En  effet ,  lorsque  le 
degré  n  de  l'équation  f{x,y):=zo,  est  égal  à  an  deè 
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Kig.  20.  nombres  de  la  suite  numérique  précédente;  ob  a  It 

nombre — ^ — ^ — ^de  points  nécessaires  pour  fixer  la 

grandeur  des  dimensions  de  cette  courbe  qui  est  un, 

nombre  mipair  ;  donc  ces pomts  étant  pris 

arbitrairement  sur  la  courbe  donnée ,  il  est  clair  qu*a^ 
près  la  dernière  aection  de  cette  courbe  par  celle  du 
degré  n  qui  doit  devenir  osculatrice  lorsque  Ar  =  o  , 
cette  dernière  courbe  se  prolongera  du  côté  opposé  » 
relativement  à  la  courbe  donnée  [,éq.  F  (^x,y)z:^o']  , 
à  celui  où  elle  était  avant  la  première  section;  et 
comme  les  équations  de  condition  nécessaires  à  Voscu- 

lation  ne  ront  que  reumr  les  — ^ ^  pomts  inter- 
médiaires à  ces  deux  parties  de  la  courbe  osculatrice  , 
il  s'ensuit  que  le  point  d'osculation  sépare  deux  parties 
de  la  courbe  osculatrice  ,   dont  Tune  extérieure    et 
l'autre  intérieure  4  la  courbe  donnée.  C*est  ainsi  que 
les  sections  coniques  osculatrices  ne  contactent  une 
courbe  quelconque ,  que  dé  la  même  manière  que  la 
tangente  à  un  point  d'inflexion  d*une  courbe  touche 
celle-ci  5  et  il  est  aisé  de  voir  ^  d'après  cela  ,  qu'outre 
les  raisons  données  précédemment  pour  prouver  que  ' 
l'on  ne  peut  faire  passer  entre  une  courbe  et  le  cercle 
osculateur  un  autre  arc  de  cercle^  nous  le  prouverons 
encore  en  faisant  observer   que  pour  tout  rayon  de 
cercle  pris  depuis  le  point  D  sur  la  direction  de  DI 
du  cercle  osculateur ,  et  >  DI ,  tel  que  UY,  l'arc  de 
cercle  ADB  décrit  du  point  I'  comme  centre  ,  passant 
tout  en  dehors  de  l'arc  EDM,  n'est  compris  entre  ceux 
CDH  et  £DM  qu'avant  le  point  D  d*oscuIation.  On 
prouvera  de  même   que   si  le   rayon  de  cercle   était 
<  DI ,  i'arc  dt  cercle  décrit  avec  ce  rayon  serait  ea 
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dedans  des  deux  arcs  £DM^  CDH  ayant  le  point  D  i'ig.  ^ 
d'oseulation^  donc  ^  etc. 

17&.  Mais  lorsque  je  degré  n  de  la  ligne  algébrique 
[  équat.  fÇXyy)  =  o  ]  est  égal  à  l'un  des  nombres  de 

la  suite  1  i4>S>8>9*  •  •  'W  »  *ï^"  — — — — '  ^^^nt  un 

nombre  pair ,  cette  ligne  ,  immédiatement  après  son 

passage  par  le  — ^ point  pris  sur  la  courbe 

donnée  [équat.  F  {x^y)  =  o]  ,  se  trouve  du  même 
côté  par  rapporta  oette dernière  courbe ,  qu'inunédia- 
tement  avant  son  passage  par  le  premier  point  pris  sur 
la  même  courbe  donnée  ;  donc ,  d'après  les  conditions 
exprimées  par  des  équations  analogues  à  celles  (m) 
(art.  17a)  qui  réunissent  tous  ces  points  de  sections 
en  un  seul  de  contact ,  ce  point  de  contact  sera  de  la 
nature  de  celui  de  tangence  d'une  droite  avec  nne 
courbe  ;  ainsi  .pour  le  cas  de  n  =:  1  qui  est  celui  de 
la  ligne  droite  ,  Je  point  de  tangence  est  un  vrai 
point  d'osculation.  En  effets  entre  une  courbe  et 
sa  tangente ,  on  ne  peut  pas  faire  passer  une  autre 
ligne  droite  (*)  ,  ce  qui  tient  à  la  propriété  caracté- 
ristique de  cette  ligne ,  dont  deux  points  déterminent 
la  position  ,  et  fait  passer  en  dehors  de  la  tangente 
par  rapport  à  la  courbe  ,  toute  autre  ligne  droite  qui , 
passant  par  le  point  de  tangence  ,  passerait  aus^ii  par  un 
point  pris  entre  la  tangente  et  la  courbe.  Mais  les  lignes 
des  4"",  S"',  8"" degrés  se  trouvant  immédia- 
tement après  le  point  de  contact  du  même  côté  de  la 
courbe  donnée  [.équat.  F(x,^)=o]  qu'immédia- 
tement ayant ,  la  point  de  contact  n'est  que  de  simple 

■  ■   •  ■  ■  -      - 

(')  C'est  par  cette  raison  que  dans  ie  rcnroi  dû  rariiclc  173 
nous  avons çGnt,âe  la  ligne  droiU  osçulatriçe  ou  tangente. 


\ 
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tangence  et  non  â*ofcalation.  Ainsi  toutes  les  courbes 
du  degré  marqué  par  Fus  des  nombres  de  la  suite  (a)  , 
en  partant  du  second ,  ne  peut  être  oscnlatrice  ;  obser^ 
yation  essentielle  qui ,  du  moins  à  ma  connaissance , 
n'avait  pas  encore  été  faite. 

hff.  ai.      177-  Les  cercles  oscnlateurs  et  les  rayons  vecteurs 

d*nne  courbe  ADD'G varient  évidemment  d*un 

point  D  à  un  point  D^  de  la  même  courbe  ',  donc  aussi 
les  centres  H,  H'. . . .  descertles  osculateurs  changent 
de  places  (^)  pour  chaque  point  de  la  courbe  ,  et  oe 
déplacement  se  faisant  continuellement  comme  la  gé- 
nération de  la  courbe  donnée  ADD'G .  ; . .  par  un  point 
mobile  A  qui  se  mouvrait  sur  le  plan  de  la  figure  » 
d'après  la  loi  qui  régit  cette  courbe  ;  il  s*ensuit  que  les 

centres  osculateurs  H  ,  H^ appartiennent  à  une 

courbe  CHH' soumise  i  une  relation  entre  les 

coordonnées  a»  et  é  des  centres  des  cercle  osculateurs 
qui ,  comme  nous  le  verrons  dans  la  suite»  se  déduit 
aisément  de  celle  qui  existe  entre  les  coordonnées  y 
et  d?  de  la  proposée  (**). 


(*)  Bxk  effet ,  si  tous  ces  cercles  oecvlateim  étaient  eoncentriqnes  , 
et  si,  par  exemple ,  le  centre  common  ^tait  H ,  il  s'eniuivrait  qa« 

toutes  les  droites  telles  qae  HD  ,  HIX,  HG menées  dn  [loint 

H  aoz  différens  points  de  la  eourbe,  seraient  toutes  perpendicn- 
laires  aux  tangentes  à  ces  points  de  la  coaibe ,  propriété  qoi , 
eomme  on  le  sait ,  n'ippanieiit  qa^a»  cetcle. 

(**)  On  pourrait  trouver  Féquation  de  <^tie  ligne  des  centrs» 
osculateurs ,  en  élimiqant  x  et  jr  entre  Téquaiion  de  la  conrbe  ec 
les  éqna^oDs  (  io5)  et  (  106).  Par  exeiàple,  pour  la  parabole  dflst 
l'^ation  est  y  *  =  |>«  y  on  a 
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178.  Le  rayon  oscalatenr  tel  qae  HD  étant  per-  Ftg.  sr. 
pendiculaire  à  la   tangente  du  cerele  osculatenr  au 
point  de  l'oscnhition  ^  et  cette  tangente  étant  ausii  celle 

de  la  courbe  donnée^  au  même  point ,  il  s'ensiilt  que 

ce  TMjon  oscnlateur  Ht)  est  normale  à  la  conrbe  au 

point  D;  donc 

dr 
UngDEX  =  — ^(art,  ii5), 

ce  qui  donne  pour  la  ligne  normale  HD  soumise  à 
passer  par  le  point  H  dont  les  coordonnées  sont  9 
ettf^Féquation 

jr-«=-^(x-«) (107). 

179.  La  tangente  trigonométriqne  de  Tangle  formé 

par    une   sécante    et   Taxe  des   abscisses   étant  ^ 

(  art.  io3)  ^  il  est  clair  que  Téquation  de  la  pcrpenl 
diculaire  â  cette  sécante  abaissée  d'un  point  dont  lee 
coordonnées  sont  et  et  B ,  sera, 

(J'— »)  4y  +  Ar  (  a:— #  )  =  o. . .  .(a). 


d'oh 

dy*  -^dx»  _      (p-4-43p)y    dr  df^  <^*  J.  _  P -»*  4^  , 
ddy  p         '  dx         35?  %      ' 

dono 

p  p*  '    . 

d'oh  (._ey  =  a7x»  =  ^p«., 

e«  qni  eil  IV^ation  de  la  d^eloppée  de  la  parabole  9  malt  ooét 
ferons  connaître  dans  la  seconde  pârlie  de  cet  oarrage,  desmelbodes 
lieaucoop  plos  simple*  po«r  tvoa^rev  les  ^^uatioel  d«t  Ittiix  des  ceatret 
Mcalateuis. 
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iPig.  sa.  dout  la  difi^rence ,  en  prenant  toujours  les  yariationt 
de  X  uniformes  j  est 

Ay»+ Ajc»  + A^ (j'  — 9)  +  4yA^  =  0..  • . .  .(i). 

Mais  fi  en  même  temps  que  Ton  prend  la  differenc# 
de  l'équation  (a)  ,  on  considère  encore  le  passage  do 
"  la  perpendiculaire  dont  les  coordonnées  sont  e»  et  6  k 

une  autre  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  H'  dont . 
les  coordonnées  sont  »'  =  «  +  A»  et  fl'  =  ô  -f  A3  sur 
Une  seconde  sécante  qui  suit  immédiatement  la  pre-  * 
mière ,  alors  il  faut  prendre  la  différence  de  1  equar 
tion  (a)  ,  non-seulement  par  rapport  à  y ,  x  et  Ay  , 
mais  encore  par  rapport  i  d  et  a» ,  ce  qui  donne  »  toutes 
réductions  faites , 

Ay  +  Aa;»  +  A^(jr— 6)  +Aj^A^— A^AS 

—  AxA»  —  AêAy  =  o (c)  , 

ft  retranchant  de  l'équation  (b)  celle  (c) ,  il  viest 

'^  +  -^  +  ^  =  ''"-^^' 

Mais  dans  le  cas  où  les  deux  cordes  qui  joignent  les 
trois  points  de  la  courbe  ADI/G qui  déter- 
minent le  cercle  passant  par  ces  trois  points ,  se  ré- 
duisent i  un  seul  point  D ,  ce  qui  est  le  cas  de  roscu* 
lation  circulaire  à  ce  point;  alors  a9  =:  (K  —  0  =  o  , 
A^  est  de  la  forme 

(m^— m)— (lîi— m)=(7ïi— m)(i — i)=m(i — iXi— i)* 
et  Ay*  de  celle 

donc  le  premier  terme  de  l'équation  {d')  devient 

^X  ossOy  et  les  deux  autres  termes  artot  le  même 
II* 
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nombre  de  facteurs  absorbans  au  numérateur  et  au  dé-  ^Hh  ^l* 
nominateur  ,  expriment  toujours  des  quantités  finies  } 
ft  Ton  a  ;  d*après  la  notation  dn  calcul  différentiel  é 

l'équation  Çd)  qui  se  réduit  à  celle 

dxdof    .    dB  j«  A     «^  ^ 

et  substituant  cette  valeur  de  -r-  dans  Féquation  (107) 
du  rajon  osculateur  OH  ^  on  a  celle 

y  — 6  — 2^  (a?  —  ») (108), 

qui  est  V  équation  d'une  tangente  au  point  H  de  la 

courbe  CHH'M [^équat.  (88)  ,  art.  99]  ;  donc 

les  rayons  osculateurs  d'une  courbe  sont  normales  à 
cette  courbe ,  et  tangentes  au  lieu  géométrique  Jte  tous 
les  centres  osculateurs. 

iSo.  On  peut  donc  concevoir  que  la  partie  ADD^G 
de  la  courbe  principale  ,  a  été  décrite  par  Textré^ 
mité  A  d'un  fil  ACHH^M  fixé  au  point  M>  qui  d'abord 
enveloppant  entièrement  l'arc  MH'HC  de  la  courbe  des 
centres  osculateurs  ,  s'en  écarte  ascensionnellement , 
mais  étant  toujours  tendu.  Ainsi  la  différence  D'H' — DH 
de  deux  rayons  osculateurs  ,  est  égale  à  l'arc  développé 
HH'  de  la  courbe  des  centrses  osculateurs ,  courbe  qui , 
diaprés  les  propriété*  que  nousWenons  d'exposer^ 
s'appelle  la  développée  ,  et  on  appelle  développante  la 
courbe  ADD'G  engendrée  par  le  développement  d^la 
développée. 

181.  Puisqu'à  un  seul  point  D  dune  courbe  il  ne 
peut  correspondre  qu'un  seul  rayon  osculateur  HD  ^ 
il  s'ensuit  que  le  double  signe  qui  précède  la  valeur 
de  R  [équat.  (io4)j  n'est  relatif  qu'à  la  position  de 
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¥%.  ai.  ce  rayoQ  OAOulateur  relativement  4  Taxe  des  abscisses, 
c'est-à-dire  que  si  on  le  considère  positif  lorsque^  comme 
dans  la  figure  iai  »  la  courbe  présentant  sa  coucaTité  i' 
l'axe  des  abscisses ,  le  rayon  osculateur  se  dirige  vers 
cet  axe  ^  il  faudra  le  considérer  négatif  lorsque ,  comme 
dans  ^  figure  2a,  la  courbe  présentant  sa  convexité  à 
l'axe  AX  des  abscisses ,  le  rayon  de  courbure  se  dirige 
dans  un  sens  opposé  à  Taxe.  Or ,  à  nous  convenons 
de  cet  ordre  de  signes  qui  est  celui  généralement  adopté, 
quoiqu'on  pût  le  prendre  dans  un  sens  inverse ,  nous 
observerons  qvtt  mettant  l'équation  (io4)  sous  la  forme 


_o+^^' 


le  dénominateur  est  négatif  lorsque  la  courbe  présente 
sa  concavité  à  Taxe  des  x  ,  et  positif  dans  le  cas  con- 
traire (art.  97)'}  donc  pour  que  le  rayon  osculateur  R 
loit  po^tif  dans  le  premier  cas ,  il  faut  que  l'expressîo]» 
générale  de  sa  valeur  soit  précédée  du  signe  négatif;  et 
pour  qu'il  sôit  négatif  dans  le  second  cas ,  il  faut  encore 
que  son  expreéâon  générale  soit  précédée  du  signe  n4-* 
gatif.  Nous  écrirons  donc  toujours 

On  tire4}e  l'éqaation  (96)  ,  article  isti ,  celle 

idy+da^y:^tl^, 

dons 
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i8a.  Pour  faire  quelques  applications  de  ces  for-pîg.  ai,' 
nules  y  prenons  d'abord  Féquation  générale  des  sec- 
tions coniques  y  qui  est 

y=Pa;4-Qa;*(art.  io4). . .  •  .(a). 

DifFérentiant  successivement  deux  fois  de  suite  cette 
équation ,  on  a 

aydy  =  (P  +  »Qx)  dx    et    dy  +yidy  =  Q<ir*  ; 

donc 

«t  substituant  oette  valeur  dans  TéquatioiL  (i  i  o)  ^  on  a 

résultat  remarquable,  et  qui  exprime  une  belle  propriété 
conmiune  à  toutes  les  sections  coniques. 

Pour  trouver  le  point  de  ces  courbes  où  le  rayon 
oéculateur  est  égal  à  la  noi^ale,  mettons  dans  Téqua-* 
tion  (i  1 1)  N  à  là  place  de  R^  ce  qui  donne 

K»=:(iP>!,    d'pù    N=R=±:iP (a), 

MajsNrs^P  lorsque  arrso,  puiaqu'alors  yz=o^ 

N  =  (S.u)  et(S,.n);=î[équat.  (a),  art.  117  J; 

donc  la  courbe  ADiy  G ....  étant  supposée  une  sec- 
tion conique ,  la  distance  AC  des  ori^nes  A  et  C  de 
la  développante  et  de  la  développée  est  égale  au  demi- 
paramètre.  Dans  TeTlip^e  et  l'hyperbole  ,  le  double  signe 
qui  précède  la  valeur  de  R  f  équat.  (a)] ,  annonce 
deux  points  de  ces  courbes  où  les  rayons  osoulateurt 
sont  égaux  au  demi-paramètre ,  mais  placés  en  sent 
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Fig.  aï.  inverse  l'un  de  lautre  ;  il  est  aisé  de  voir  que  ce»  deuiç 
points  de  Tellipse  et  de  Thyperbole  sont  ceux  où  let 
courbes  coupent  Taxe  principal. 

On  a  pour  l'ellipse  dont  les  grand  et  petit  axes  sont 
fl A  et  aB ,  Téquation 

^*  =  ?  [(aAx-a-)  +  ^,  (A-xy^, 

d*où 

dN  _  B^(A— j:)(A^— B*) 

.  dx~  A^N  _  ' 

j  et  d'après  la  méthode  des  maxima  et  minima ,  faisant 

dti  r=:9  y  oii  a  a;£=:  A  qui  répond  à  un  maximum  de  N  ^ 

puisqu'une  seconde  diJFérentiation  rendrait -7-^  négatif 

(  voyez  Tart.  69  ).  On  trouve  donc  que  N  =  B  est  va 

maximum  y  et  que  conséquemmentR  =  t^  [éq.  (i  1  i)l^ 

est  un  maximum.  Ainsi  la  courbe  ADG  étant  une 

A* 
ellipse  ^  le  rayon  osculateur  MG  =  -^  qui  est  dans  la 

direction  du  second  axe  »  est  le  plus  grand  possible  ; 
mais  à  l'origine  A  ^  le  rayon  de  courbure   CA  est 

^  P  =  —  ;  donc  la  longueur  absolue  du  quart  CHH'Mde 

A'-^B* 

ladéveloppée  de  l'ellipse  est  égale  àMG— CA=: — ^- , 

Si  A  =  B,  ce  qui  est  le  cas  du  cercle  ,lçi  développée  se 
réduit  au  centre  de  ce  cercle. 

Il  est  aisé  au  lecteur  de  suppléer  i  ce  qui  manque  à 
la  Bgure  a  1  pour  tracer  la  développée  entière  de  l'ellipse. 
11  pourra  de  même  s'exercer  à  la  discussion  des  dévelop- 
pées des  auti:es  sections  coniques, 

i85. 
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1 83.  Pour  la  logarithmique  dont  réquation  est  y  =&*  Fig.  5. 
(art.  107),  on  a 

dy=zb'lbdrssz  mb^dx^  dy*txzm*b^ds^^  dy  :^m''b'daf^ 

donc  le  rayon  osculateur  dô  cette  conrbe  est 

—  (m'b^+i)'^ 
m^b* \ 

Le  signe  négatif  de  cette  expression  indique  que -le* 
rayon  osculateur  K£  (  fi^.  5)  se  prolonge  du  côt4 
opposé  à  raxe  XX'  des  abscisses. 

184.  .L'équation  différentielle  (a)  []  art.  114  3  de  kl 
cycloïde  ,  étant  différentiée,  donne  ...      j 

yddy+dy!^:^    JJZl — dxdy. . . .  •  .(i)  ; 

mais  qùarrant  la  mêtue  e^Mtion  (a)  fart.  n4]  et 
multipliant  ces  deux  membres  par^  dx^,  on  a,  respec- 
tivement  à  ces  deux  opérations ,  / 

^^(£1=^^    et    dydx  =  éfL^^^^E^; 

J  y  J.  y 

•ubsti^uant  ces  valeurs  dans  l'équation  (5) ,  il  vient 
âdy  = —  — j-<   de  plus  dy^'f-  di^-^  —  dj^', 
donc  V  équation  (109)  nous  doftera  pour  la  cycloïde , 

Mais^^r— cos«[éq.  (6)iart.  iia]=îil2!if  j 

donc  ' 

R  =  4 «nj»....  .•.(€()• 


16 
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Fj£.  6.  Cette  équation  qui  est  des  plus  simples ,  nous  apprend. 
1^  Iju*  la  déyeloppée  ANP  de  la  cjrcloïde  a  son  ori- 
gine au  même  point  A  que  la  développante ,  puisque 
penir  orssoon  aRc&Ow.a<*.  Que  le  rayon  osculateur 
PA''  qui  aboutit^u  milieu  A'  de  la  cycloïde^  est  égal 
au  double  du  diamètre  du  cercle  générateur ,  puisque 
pour  â»  =  aoo%  on  a  R=?=4^.  3^.  Que  conséquemment 
la  longueur  absolu*  de  toute  la  développée  ANPA* 
est  égale  à  quatre  diamètres  du  cercle  générateur. 
Cette  coBcInaîon  nous  conduira  dans  la  suite  à  la 
Beetifioation  ngmqrease  de  la  cycUiiàm. 

i85.  Représentant'  par  ^  et  c  les  sinus  et  cosinus 
dé  Ylài}^  formé  p^la^^rmalv  d'une  eourbe  a^  Taxe 
des  abscisses,  on  a 

quarcant  et  cbateant  les  d«Mninateur9-,  il  vient 

•  de 

s'dy*=dx^-^s'dx',    d'où    «  =  -=^===, 

\/dy  +  dj^' 

et  difFérenliattt'en  prenant  toujours  tb^  constante  ,  on  a 
ds=— ^^=-^Céquat.(io9)], 

d*o&  €i)f::^Rd^« ...... (iid). 

•  De  réquation  précéc^te  (a) ,  on  tire 

dx  =  ::n  — ^  ; 

<"  / 

mais  représentant  par  L  Tangle  de  la  normale  ayec 
(axe des abscisset)  ^équation  (i i a)  donme 

dy  =  KçdL,    donc     dx  =  zf:RsdL, 
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<yu  enfin 

iS6.  Ces  formules  dont  nous  yarons  dans  la  suite 
]'atilité  pour  trouver  facilement  Téquation  entre  les 
coordonnées  rectang^ilaires  d'une  courbe  par  le  mo^en 
de  la  seule  valeur  de  son  rayon  osculateur^  et  pour 
passer  des  équations  dés  courbes  à  celles  des  dévelop- 
pées de  tous  les  oordres ,  ou  des  équations  des  dévelop- 
pées à  celles  des  développantes  de  tous  les  ordres  » 
nous  serviront  dans  certaines  occasions  à  trouver 
d'une  manière  plus  facile  que  les  méthodes  précé- 
dantes, Ja  valeur  du  rajron  osculateur  d'une  courba 
par  le  moyen  de  celle  d'une  seule  coordonnée  en 
fonction  de  Tangle  de  la  normale.  Par  exemple^  on  a 
dans  la  parabole  doott  le  paramètre  est  P ,  l'équatioa 

P//F  " 


{*)  U  ett  touTcot  ntiie ,  éutùV  donnée  l'éqoatioQ  d'nae  conrlni 
cnire  set  coordonner  s  rtctangnlairef ,  de  trouver  les  valeurs  de  ces 
coordonnéeK  en  fonctions  trigonoraëtri<jues  de  Pangle  de  la  normale. 
Voici  la  mcdiode  générale  ([â^onpoHTra  employer  pour  y  pa^vmiiiv 
Avec  Tecpiacion  de  la  courbe  ,00  a  la  valiur  de  jr  et  de  la  sous- 
Bormale  ^S.n)  en  fonctions  de^  of  (  an.  116^).  inâis  j*  = —  (S.n)  f  ; 
donc  égalant  cette  valeur  de^  avec  c^îlle  ^u«  donne  Féquation  deia 
courbe^  on  a  une  équation  dans  laquelle  il  n*entre  que  x'ec  dr« 
fonctions  trigonométriques  de  TangTe  de  la  normale ,  d'oà  Pon  tîwi 
la  valeur  demandée  de  or,  et  la  substitniant  dans  Péqnation  de  ht 
courbe ,  on  a  aussi  la  valeur  demamlée  dvy*  Par  exemple ,  on  a 
pour  les  courbes  du  second  degré 

le  signe  supérieur  pour  Tellipse ,  et  rinférienr  pour  lliyperbole  | 
donc  y»  ou  , 

Par:pQa:-=:i ^^^ lii— Z  |. (^). 
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et  substituant  ces  yalears  dans  Téc^uatioa  (lia),  ont 

I,=Rc,    d'où    R  =  ^. 
Si  L  =  aoo%  d'où  ^5=—  i ,  on  a 

ainsi  que  noo»  Tayons  déjà  trouyé  pour  toutes  les  sectiont 
coniques  (art.  1 8a). 

Le  lecteur  pourra,  par  cette  méthode,  trouyer  ai- 


r^M3lYant  celle  éqnaiion  par  rapport  à  x ,  il  vient 

donc  «ubttitQAiit  la  valear  d*  ar,  on  a,  toates  i^doctioiis  faicet , 
Si  Toa  &it  àêOM  l'éqoation  (a)  ,  Q  =  o  ,  on  a 

ce  qui  .ont  let  Y^acnr»  de  x  et  de  /  dans  la  parabole. 

Pmant  l'origine  det  coordonné»  depuis  le  centre  d«  1  ellipie  et 
deThyperbole^  Ton  a 


valeur  de  x  plui  «ymëlrique  par  elle-même  et  avec  celle  dej ,  qœ 
celle  trouvée  prëcédemmeni.  Diviaant  la  valeur  de  /  par  cet» 
dernière  de  x  »  on  a 

^  =  _r,   d'oh    *  =  ^i* 

ce  qu*on  sait  d^jà  (^(ot,  art.  i34}* 
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•imant  Texpression  du  rayon  osculateur  de  Tellipse  et 
de  rjijperbole ,  sachant  d'ailleurs  que  dans  ces  courbes 
on  a 

le  signe  +  pour  Fellipse ,  celui  —  pour  Thyperbolc. 
(^oyez  le  renroi  de  la  page  sU^.  ) 


CHAPITRE  XIII. 

^jipplication  des  calculs  aux  différences  et 
différentiels  à  la  théorie  des  surfaces  courbes 
et  des  courbes  à  double  courbure. 


187.  iN  OUS  allons  dans  cet  article  chercher  l'équaHon 
du  plan  tangent  à  une  surface  courbe  donnée  par  son 
équation 

(a)...F(ar,y,;.')=o     ou     a' =/(x',y  ). .  .(6). 

Pour  parvenir  à  cette  équation ,  considérons  d'abord 
un  plan  sécant  passant  par  un  point  xyz  de  la  sur-* 
face  courbe ,  et  dont  Féquâtion  sera  conséquemment  de 
la  forme 

^'— »  =  A(a/  — x)  +  B(z'  — *) (c), 

les  coelficiens  A ,  B  étant  encore  indéterminés. 

Représentant  par  x^^y'^  «*  les  coordonnées  ffwn 
second  point  de  la  surface  courbe,  on  exprimera  que 
le  plan  coupe  cette  surface  au  point  x^V,  ^xv 
mettapt  dans  Téquation  (c)  o^,  ^  et  z"  à  la  place  de 
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a:',  y'  et  a',  ce  qui  donnera 

a'_«  =  A(a:*  — x)+B(/— y).    ...(^. 

De  même  Téquation  (A)  de  la  surface  devant  être  sa- 
tisfaite aux  deux  points  ay^t  respectivement  pour 
coordonnées  x'^y"^  tH  et  x  ,  jf ,  » ,  on  aura 

donc 

*'-«=/(*'./)-/(*,>') (0- 

Or  ^  les  équations  (<£)  et  (e)  nf  tenfeonant  que  des 
coordonnées  particulières  à  deux  seuls  points  de  la 
surface  »  la  première  peut  être  mise  sous  la  fbrm» 

A*  =  AAx  +  BAy    ou    ^c=A+B^ (/). 

•t  la  seconde  sous  la  forme 

Retranchant  cette  dernière  équation  de  celle  (/)  ,  et 
faisant  attention  que  Téquation  résultant^  doit  avoir 

lieu  indépendamment  des  valeurs  de  ^ ,  on  aura 

A=^(x.j)=^.    et    B=fr(a;,y)  =  -^. 

Substituant  ces  valeurs  de  A  et  de  B  às^nf  Teqna- 
tion  (c)  ^  on  a  pour  équation  générale  des  plans  sécans 
â  une  surface  courbe^  celle 
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Mtts  n  Von  fait  mouvoir  le  plan  autour  du  point 
yxz  de  manière  que  la  partie  retrandiée  se  réduise 
à  ce  seul  point  y  qui  alors  devient  point  de  contact ,  on 
aura  les  numérateurs  et  dénominateurs  des  coefEciens 
aux  différences  de  l'équatioii  (il4)  m^^  s^évanouiront 
simultanément  ;  donc  représentant  d'après  la  notation 

du  calcul  diff'érentiel  ^  par  -^  ^^"T"  *  '^  x^port  dés 
quantités  absorbées  dans  les  fractions  respectives  — - 

et  -^  ^  lorsque  le  plan  ne  tovcbe  plus  la  surface  cwrbe 

qp'en  un  seul  point  »  oa  aura  pour  équatioa  du  plan 
tangent  u 

z'-z=^(a:'-x)  +  ^(/-:y),..(i.5)[*]. 

Application.  Trofwer  Vexation  du. plàm  tangent 
à  toutes  les  surfaces  du  second  degré. 

On  sait  que  Féquation  générale  de  ces  surfaces  est 

La/»  +  My*  +  Nft'»  ==  i . . .  •  (A)  ; 

niais  x  ^y^z  étant  les  coordonnées  du  point  de  tan-* 
gence  ,  on  a  aussi  % 

Lx»+  My  +  N**=  1 (ï)  i 

donc 

d'z  _       "Lx  <^*  _       My 


['*']  On  pouiràic  xxowfet  ettm  ë^atkm  pur  trn  aiilM  |m>c(?^ 
que  fai  employé  ^  Tcffiide  197,  pour  aroir  l'équation  générale 
jcs  plans  fongena  aux  lignes  coarboi  k  double  coafbw*  {  v<^a> 
la  remarque^  de  Taru  197  ).  * 
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substituant  ces  valeurs  daps  l'équation  (i  i5)  ^  on  a 

ou  plus  siniplement,  chassant  le  dénominateur  ,  effec- 
tuant les  multiplications  ^  et  réduisant  Véquation  résul- 
tante par  le  moyen  de  celle  (  i  )  ,  on  a  pour  équa- 
tion du  plan^angent 

La/x  +  n/y  -f  'Nz'z  =  i. . . .(117). 

188.  Cherchons  maintenant  les  équations  de  la  droite 
normale  au  point  ocyz  de  la  surface  courbe. 

Faisant  successivement  y  =  o  et  x'  =  o  ,  Téqua- 
tion  (1 15)  se  réduit  successivement  à  celles 

gui  sont  respectivement  les  équations  des  traces  du  plan 

tangent  sur  les  pians  coordonnés  des  xz  et  des ^'2.  Ainsi 

dx        dv  .  , 

^r^  et  -^  sont  respectivement  les  tangentes  tngono- 

métriques  des  angles  que  forment  ^s  traces  2^vec  Taxe 
des  2;  donc  les  équations  cherchées  de  la  normale  sont 

d*z ,  ,      V      i  d^z , 

Ainsi'les  équations  de  la  normale  au  point  de  tangenc« 
yxz  des  surfaces  de  second  degré  ,  sont 

{a/— a=:^(a'_x)  et  y-:y=^  (*'~*)}(t  i»)- 
(  Voj^ez  l'application  del^artide  précédent.  ) 


F-^-ê^*'-*)'  y-^=-|f  (*'-*)}("«î- 
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189.  Un  pian  sera  normal  au  point  de  tangence 
yxz  de  la  surface  courbe^  s'il  a  sur  le  plan  des 
.xz  et  des  yz  les  mêmes  traces  que  les  projections  de 
la  droite  normale  ^  ou  du  moins  des  traces  parallèles  à 
ces  projections.  Or  ^  Téquation  de  ce  plan  normal  étant 
de  la  forme  *'  —  a  =  A  (a/  —  a?)  +  B  (y — y)  , 
l'équation  de  sa  trace  sur  le  plan  des  ocz  est 

x'  — a=A(a/  — x)     ou    jf  —  x=^j-{z' — «), 

et  identifiant  cette  équation  avec  la  première  du  groupa 
(118),  on  a 

A  — — 

De  même  Téquation  de  la  trace  du  plan  normal  sur 
le  plan  des  yz ,  est 

et  comparant  identiquement  cette  dernière  équation 
avec  la  seconde  du  groupe   (118)  ^  on  a 

B ièl. 

donc  l'équation  dn  plan  normal  au  point  de  tangenc» 
des  surfaces  courbes  est 

*'-.=  -^(a/-x)~^(y-y)...(iao). 

Ainsi  Téquation  du  plan  normal  au  point  de  tangence. 
ayz  des  surfaces  du  second  degré  est 
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190.  On  tait  que  la  distance  dans  l'espace  de  de,ax 
points  dont  les  coordonnées  sont  respectivement  y,a/^z 
•ty,x,  z,  est  l/{ z'-zy  +  C/-^/  +  iaf--xy. 
Snbst^ant  dans  cette  formule  les  valeurs  dey —y  efde 
a/^^x  données  par  les  équations  (1 18) ,  on  a  la  distance 

en  question  =(*'—»)(/^i4-(-^)  +(^)  » 

et  faisant  dans  cette  formule  z'  =:  o,  on  a  pour  la 
distance  du  point  de  taugence  au  plan  des  ^  ,  la 
quantité  # 

Ainsi  pour  les  surfaces  du  second  degré,  cette  cKs- 
tance  est 

Si  l'on  fait  L  ==  M  =  N ,  ce  qui  est  le  cas  de  la  sphère , 
cette  dernière  formule  se  réduit  *  à  la  quantité 
\^x^+y*+z^  qui  est  égale  au  rayon  de  la  sphère ,  ce  qui 
nous  dit  une  chose  évidente  d* elle-même  ,  savoir ,  que 
tous  les  points  de  la  surface  d^nne  sphère  ayant  son 
centre  à  Torigine  des  coordonnées,  sont  éloignés  de 
cette  origine  d'une  quâintité  constante  égale  au  rayon 
de  la  sphère.  ' 

191.  Il  est  évident  que  le  plan  tangent  au  point  de 
la  surface  courbe  où  répond  une  coordonnée  d'extrême 
grandeur,  est  parallèle  au  plan  des  deux  autres  coor- 
données ,  et  par  conséquent  l'équation  de  ce  plan  sera 

Coordonnée  de  mêwu  dénomination  que  celle  dex^ 
iréme  grandeur,  égale  à  cette  dernière  coordonnée  y  à 
/aquBUe  évidemment  répondlepcdnt  de  tangence. 

Par  exemple,  S  la  coordonnée  verticale  z  du  point  de 


Digitized  by  VjOOQiC 


ET  AUX  DIFFÉRENCES.  25 1 

fàngence  est  d*une  extrême  grandeur ,  alors  le  plan  de 
Téquation  (i  i  5)  est  parallèle  au  plan  des  xy ,  et  Ton  a 
«'(=«)  qui  est  constante  ;  donc  d'z-zrz  o  et  d^z  =  o. 
Cela  posé  y  pour  connaître  les  x  maxima  et  mmima  d'une 
aurface  courbe  ,  on  fera  chacune  des  différentielles  par- 
tielles de  cette  fonction  des  deux  autres  coordonnées 
X ,  y  égale  à  zéro  ;  d*où  on  déduira  les  valeu'rs  des 
coordonnées  x,  y  qui  correspondent  à  rextréme  gran- 
deur de  z;  ensuite ,  au  moyen  dfs  caractères  (56) 
fart,  '^i2  dans  lesquels  il  faut  mettre  s  à  la  place  de 
U,  on  verra  si  «  est  susceptible  d'une  extrême  gran- 
deur ,  et  dans  ce  cas-là  si  cette  coordonnée  yerticale 
est  un  maximum  ou  un  minimum. 

Déterminant  de  cette  manière  les  maxima  des  trois 
coordonnées  ,  on  obtiendra  dans  les  plus  grands  de  ces 
maxima  (^)  ,  les  Uaiites  dis  la  fttifape  dans  le  sens  de 
ces  coordohnées. 

Apflicàtiojt.  DéUrmimer  lu  limites  Jks  surfaces 
courbes  du  secoud  degré* 

NoiM'avons  vu  â  rappllcation  de  Tartide  i$7»4iuede 
réqnatioQ  générale  (A  )  des  surfaces  du  second  di^é  , 
on  tire 

,  .          rf*«            l^      ^     drz             Mv  ,*s. 

(^)...._=_^     et     -^=-îît ^*^' 

ainsi  faisant  d*z  =  o   et  d^z  =  o  ^  on  a 

{a;=o    et    v=o} (c)  ; 

donc  si  £  est  susceptible  d'une  extrême  grandeur ,  tite 

(*)  Une  flurface  courbe  poarant  avoir  plotieart  maxima  dans  le 
sens  d'nne  même  co^rdona^ ,  U  es|  dair  qa«  ce  n^est  que  le  plus 
grand  ^,ces  maxima  qai  ^nner^giJimite  de  la  «nrlitce,  ce  quî 
est  analogue  li  ce  que  nous  avons  dm  rarUcle  i6^  pour  les  courbrâ 
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correspondra  à  l'ohgiae  des  coordonnées  horizontalef^y; 
et  elle  sera 

^w ^'^^ 

Afin  de  vérifier  cela ,  differeatioiu  encore  les  équfr- 
tioD6  (a)  et  (&)  ,  ce  qui  donne 

donc    ^^>''  _(NI^'+L'x')(NM»'+My) 

etCëquat.(t)3        ^^l=:o...(A);* 

d'où  i]  suit  4  1*.  que  si  M  et  N  sont  des  quantités  pori- 

tiv^es ,  ce  qiii  est  le  cas  de  TelUpsoïde ,  on  a  2  =  di  77» 

qui  est  un  mcurimum  ,  puisqu'alors  les  deux  seconds 
membres  des  équations  (e)  et  (f)  sont  négatifs  et  que 
le  second  membre  de  l'équation  (g)  est  ^  que  celui  dt 
réquat.  (A)  [voy,  Tart  71]  ;  2*.  que  si  M  estpositîf  et 
N  négatif,  ce  qui  est  le  cas  de  Thyperbole  à  une  nappe , 
on  a  Vexpression  (jd)  qui  est  imaginaire  ;  donc  cette 
surface  n*a  pas  de  limites  dans  le  sens  des  z ,  ce  qui  au 
reste  est  évident  de  soi-même ,  puisque  les  projections 
jde  cette  surface  sur  les  deux  plans  verticaux  des  xz  et 
yz  sont  des  hyperboles. 

3**.  Par  la  même  raison  ,  M  et  N  étant  négatifs  , 
ce  qui  est  le  cas  de  Tfayperbole  à  deux  nappes  ,  la 
surface  n'a  pas  de  limites  dans  le  sens  des  z.  Mais 
dans  ce  dernier  cas  on  a 

...         d^x       Nz       drx      My  „^ 

ùnsi  pour  que  x  soit  d'une  extrême  grandeur  ,  il  faut 
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Sûre  *  =  o  et  y  =a  o,  d'où 

Or,  ^IFérentiant  encore  le»  équations  (î)  et  (()|  ona 
(m)....^=-~j;^  et^=--j^...(«); 
de  plus 

donc  à  cause  que  les  seconds  membres  des  éqna^ 
lions  (m)  et  (n)  sont  positifs,  et  que  le  second  membre 
de  l'équation  (o)  est  plus  grand  que  celui  de  Téqua- 

tîon  (  jo  )  ,  il  suit  que  —77-  est  la  yaleur  minimum  de  x 
yLà 

(art.  71). 

192.  Une  surface  est  dite  osculatrice  d'une  surface 
courbe  quelconque  ,  lorsque  contactant  ceUe  dernière 
en  un  seul  point ,  on  ne  peut  faire  passer  entre  les 
deux  surfaces  une  autre  surface  de  même  nature  que 
Ja  première.  Tel  est  ,  par  exemple ,  le  plan  tangent  à 
une  surface  courbe  (art.  187). 

Noua  allons  ,  en  suÎTant  la  même  marche  que  celle 
que. nous  avons  suivie  à  l'article  17a  pour  les  oscula^ 
fions  des  lignes  plane!  ,  nous  occuper  des  osculations 
des  surfaces  courbes. 

Soit  F(j/,y,a')z=o (a) 

l'équation  d'une  surface  courbe  quelconque ,  et 

/(*'.y.«')  =  o (*) 
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Téquation  d*une  surEace  algébrique  du  degré  n.  Il  est 

clair  que  toutes  les  dimensions  de  cette  dernière  sur^ 

face  seront  données  de  grandeur» ,  n  Ton  détermine  leA 

constantes  de  Téquation  (b)  par  la  seule  condition  que 

la  surface  courbe  de  cette  équation  (If)  Ipnase  par  autant 

de  points  de  la  surface  courbe  de  l'équation  (a)  ^  qu'il  y 

a  de  constantes  dans  Téquation  (b)  (^.  Cela  posé  ^si 

dans  les  équations  de  condition  résultantes  du  calcul 

précédent ,  et  qui  doiyent  être  indépendantes  des  dis^ 

tances  respt etifea  des  poiats  pojamuna  aux  deux  sqr* 

faces  y  on  fait  érdnouir  ces  différences  ;  alors  tous  les 

points  communs  aux  deux  surficesse  confondent  en  un 

seul  qui  est  celui  â*odcidation  ,  puisque  la  détermina-» 

tion  convenable   des  cpnstantes  de  l'équation  (&) ,  a 

fixé  d'une  manière  mvariabte  toutes  letf  dimenùontder 

la  surface  dont  Téquation  est  (b) ,  et  que  coneéquem^ 

ment  tonte  autre'  sur&ce  Oonm  de  même  espèce  quer 

cette  dernière ,  ne  peut  passer  entre  elle  et  la  surface 

courbe  dont  l'équation  est  (a);  ^*est  dans  ce  caractère 

qu'existe  la  distinction  essentielle  qu'il  faut  faire  du 

simple  petftt.  de^  tai^l^epee  à  celui  dosculatioa  ;  car  !• 


£*]  Ce  nooibre  de  contUnles  ne  peut  jamaii  excéder  -L.L. — ,    -    'f, 

puisque  toute  équation  du  degré  M  tntfe  troia  TAnaUes  ae  peut  aroir 

pitts  éa  \.^i    ■■/■■■■■.  ...^    ■ — -i  teniMa»  fl  que  tome  i'ofwuoa 

pe«t  éCi»divi«ce|Mnr  \b  coeAekMf  delà  pld0  batitépmiiiarietfdé  ISnie 
d«  troii  TtiMbltaw  QMk|ii«£»;a  «teat  U  ftmt  momade  lennea  ^pie 
le  nombre  indique  précédemment  pour  fixer  les  dimensions  d^una 
surface  courbe:  par  exemple,  par  quatre  poinu  donnes  dansTespace, 
on  ne  p«ut  faire  p>asier<|a*wie  avrfiicé  despbèrt  ;  ée  qui  se  déoaonCr» 
dans  la  géométrie  élémentaire  y  et  se  déduit  aisément  de  Téquatioa 
générale  de  cette  surlTâct  qui  dans  set  dix  (ertnA  n«  renferme  q«r 
quatre  constantes. 


U 
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)>remier  de  ces  points  exigeant  seulement  que  la  sur- 
face courbe  de  l'équation  (a)  et  celle  de  Téquation  (&) 
aient  en  un  point  commun  ,  ua  même  plan  tangent 
aux  deux  surfaces  ;  cette  seule  conditieti  laisse  absoln-* 
ment  indéterminées  les  dimensions  de  la  surface  dont 
Téquation  est  (fi) ,  et  par  conséquent  on  peut  trouver 
un  nombre  infinide  ces  dernières  surfa£eB,qui  satisferont 
à  cette  condition  de  contact  au  même  point  de  la  s«r«- 
face  donnée  de  l'équation  (a)  ;  au  lieu  que  la  condi- 
tion qui  caractérise  Tosculation ,  détermineabsolument 
toutes  les  dimensions  de  la  surface  osculatrice  ,  et  ne 
permet  conséquemment  à  aucune  autre  surface  de 
même  espèce  que  celle  de  l'équation  (6),  d'être  oscu- 
latrice à  ce  même  point  de  la  surface  donnée  de  Téqua* 
tion  (a).  ♦ 

On  prend  ordinairement  pour  surfaces  osculatricea^ 
celles  du  second  degré  ^  et  particulièresoent  celle  de  la 
sphère  qui  jouit  de  la  belle  propriété  d'avoir  l'un  de  ses 
rayons  perpendiculaire  au  plan  tangent  au  point  d'pscu- 
lation ,  et  par  conséquent  d'être  dans  ïat  direction  de  la 
normale  à  ce  point-là  de  la  surface  donnée.  Nous  ap- 
pellerons le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  ,  rayon 
oscillateur ,  aiiisi  quô  nous  l'avims  fait  pour  les  lignes 
planes. 

L'équation  générale  de  la  sphère  osculatrice  étant 

pn  représentant  par  «^ ,  é  et  ^les  coordonnées  du  centre; 
4tt  par  R  le  rayon  de  cette  sphère ,  ou  rayon  osculatéur, 
nous  considère roni  quatre  points  communs  entre  cette 
surface  sphérique  et  celle  de  l'équation  (a}. 

Soient  x,y ,  aU9  coordonnées  dii  premier  point; 
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'x/y/z  cdie  du  second;  ''r,  "y/*  celles  du  troi- 
sième }  enfin  •x ,  *^ ,  *«  les  coordonnées  du  quatrième» 
point ,  et  supposons  que  ces  quatre  points  sont  e^acés 
de  manière  que  Ar  =  A'x=:À'xt^A''j;,  ce  qui  est 
toujours  possible;  Cela  posé  ,  voici  le  calcul  dont  nous 
ne  ferons  qu'indiquer  la  marche  ,  à  cause  de  la  ton-* 
guenr  des  formulée  qu*il  faudrait  écrire  ei  nous  f  exé^ 
cations. 

IVtettbns  dans  Téquation  (67)  [art.  73]  '«  et  «  à  la 
place  des  quantités  respectives  a\  et  ^  ,  et  substituons 
à  la  place  de  Ay  sa  valeur  donnée  par  Féquation  (Sg) 
^  art.  38  3  ;  il  en  résultera  une  équation  que  nous  re*- 
présenterons  par 

'zh=zz+^  id'^z,  d'yz ,  Ax^,  dxt'dfdy) (J) , 

dans  laquelle  nous  substituerons  respectivement  les  sy^n^ 
boles  'z^  'z,  y  à,  la  place  de  ce$ix^z,  z,y;  Téquation 
résultante  contiendra  donc  les  différentielles  partielles 
de '4  qu'on  obtiendra  par  ie  moyen  de  l'équation  (J)  , 
et  les  différentielles  de  y  qu'on  aura  par  le  moyen  de 
Téquation  (3g)  [art.  58].  Il  résultera  de  là  l'équation 

"zz^'z^if" (c), 

dans  laquelle  p'  représente  une  fonction  des  différen- 
tielles de  £,  jr ,  X  et  de  la  différence  constante  de  x 
comine  dans  l'équation  (cl);  substituant  dans  l'équa- 
tion (e)  les  quantités  'z,  'z',  'z  à  la  place  des  respec- 
tives "z/z  ^z\et  en&n  opérant  comme  précédenunent» 
11  viendra 

•x^'^s  +  f' ,.(/), 

f  "  représentant  encore  une  fonction  de  Ax  et  des  diffé- 
fentiellesdez,  x  fy^  Mais  les  différentielles  partiel!  es 

de 
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de  z  ne  renferment  que  des  différentielles  de  x  et  y , 
puisque  z  n'est  fonction  que  de  x  et  y.  Ainsi  ^ ,  ^' 
et  ç"  peuvent  être  considérées  comme  de  simples 
fonctions  de  dy ,  dx ,  Aof. 

De  l'équation  (e)  retranchanf  Celle  (J) ,  on  a 

•a— a'«+«=ç^  — <p (g). 

Depiême  soustrayant  Téqu^tion  (e)  de  celle  (/),  il  vient 

enfin  de  l'équation  (A)4'e{r^mchant  celle  (g),  on  a 

•a— 3  V+3  'z— 2  =  ^''  —  3^'  4-  <p (£). 

l^es  équations  ^)  *  (^)  et  (r  )  étant  indépendantes  de 
la  surface  que  l'on  considère ,  elles  aiironi  leurs  ana- 
logues pour  la  sphère  ;  ainsi  particularisant  ce  casr-là 
par  la  substitution  da^^  Y,  Z  à  la  place  de  Xfy  y  z , 
on  aura  pour  la  sphère. les  équations 

et        •'Z— S^'Z+S'Z— Z=*Va4^'+^*  •  -(O, 

^y^\  ^^  représentant  des  foxictions  de  dY  ,  dX ,  Ax 
de  même  forme  que  les  fonctions  respectives  <p,  ^ ^  ^*'. 
de  dy^dxy  Ax.  Mais  aux  quatre,  points  que  nous  consi- 
dérons ,  et  qui  sont  comn^pns  aux  deux  surfaces  ^  on  a 

r 

Z=8»,  'Z='»,  'Zœ"»,  •Z="'«    et    AX=:Ax; 
donc  '     •*  ^ 

^''-^=3^'— ^,^*'-^'=^*-y  el  ♦%a*<-f-^=^*-a^'+^, 

et  divisant  ces  équations  par. Ajt^  on  a  trois  équations 
de  la  forme  % 

^7 
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Or,  observons  qae  parmi  les  trois  variables  x,  y^z 
de  la  surfieice  donnée ,  et  X ,  Y,  Z  de  la  sur&ce  de  la 
sphère  >  celles  respectives  oi^t  X  varient  uniformé- 
ment ,  et  celles  jf  y  s  et  Y  »  Z  varient  également  suivant 
des  grandeurs  qui  ne  sont  pas  uniformes  ;  donc  si  au  lieu 
de  supposer  ,  comme  précédemment ,  gne  les  équations 
des  deux  surfaces  sont  résolves  par  tappott  anx  va- 
riables respectives  s  et  Z ,  on  les  considère  résolaei 
respectivement  par  rapport  i  j^  et  Y;  alors  il  est  clair 
que  le  même  raisonnement  qif.  nous  a  conduit  ci- 
dessus  aux  trois  équations  (A),  nous  conduira  aux 
trois  auti;p8   • 

Telles  sont  les  six  équations  de  condition  qui  doivent 
avoir  lieu  pour  que  les  deux  surfaces  couxtaîs  aient  les 
*  quatre  points  indiqués  de  communs  :  mais  si  nous  vou- 
lons exprimer  que  ces  quatre  points  se  réunissent  ea 
un  seul  y  ce  qui  est  le  cas  de  l'osculation ,  il  faut  fure 
A^=:o ^  de  qui  réduit  Um  six  équations  (k)  et  (/)  i  • 
celle» 
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*z_ê^z  d?z^^  r  ^ 

^i  aont  lcs3  éqution^  de  coodition  pour  l'oscillation 
d'une  surface  courbe  quelconque  par  la  surface  i^ihé- 
rique.  Cela  posé,  diiFérentiant  successivement  trois  fois 
de  suite  l'équation  générale  (c)  de  cette  dernière  sur- 
face ,  et  usant  des  équ^tioqs  de  condition  (m)  qui  carac- 
térisent Tosculation  des  deux  surfaces ,  on  a 

Eliminant  succeasHT^Pi^t  Z-rry  Bt,  Y— -^  entre  les 
deux  dernières  équations  du  .groupe  (a)^  et  faisant 
ponrabré^ 

—  3&(d*«)« (ifl4) 

'^éb^éPy (ia5)  , 

on  a 

f*   • 

'h 


•uibstitutttt  CCI  Taltnn  ^fmàAt  prtnSir*>dei  trak  i<p^ 

17.. 
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tions  du  groupe  (o)  ,  il  vient 

Enfin  substituant  les  yaleurs  de  X— li.  Y  — 4  et 
Z  — ^^  dans  l'équatioii  générale  (^  des  suiftces  sphé-* 
riques,  on  a 

*-      '       dxiiPyd-z—dy<Pz)  ...Ofl^O, 

ce  qoiest  Vexpression  générale  dn  rayon  osculatenr  dee 
surfaces  courbes. 

Les  coordonnées  X ,  Y,  Z  de  la  surEaœ  iphérique 
oacnlatrice  étant  les  mêmes  au  point  d'osculation  que 
celles  :s^  y  /&  de  la  surface  courbe  donnée ,  au  même 
points  on  tirera  des  équations  (r) ,  (p)  et  (f)  celles 


airsrX- 


Gdy  +  Hdz 


dx  Cdyd^ —  ^dV)i 

igS.  filais  pour  rendre  ces  formules  utiles  dans  lea 
applications  particulières  qu'on  en  yeut  faire ,  il  fan- 
dirait  pouvoir  en  éliminer  toutes  les  différentielles  ,  et 
n'avoir  plus  les  valeurs  de  R ,  e» ,  fi  et  7  qu'en  fonctions 
des  variables  de  la  surface  proposée.  C'est  ce  qui  paraît 
fort  difficile  au  premier  aspect»  La  difficulté  n'existe 
pas  dans  i'éHo^^tioai  de  l'une  des  deux  variables ,  par 
exemple  celle  &'  et  de  ses  différentielles ,  puisque  l'on 
a  pon^r  çêj^  éjUinûm^on  l'équation  de  h  surface  courba 
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proposée  ;  qui  donne  la  Tâleur  de  z'  enfonctioBft.de  ctf 
•t  de  y,  et  gui  différentiée  successivement  trots  fois  de 
suite  4  donne  la  yaleur  de  dty,  d^,  tPz  en  fonction» 
àeaf  ,y,  et  des  dîfFirentielles  de  ces  deux^der- 
nières  variables:  on  parviendra  donc  facilement  à 
des  valeurs  du  it^on  osculateut  R  et  des  cooxdonnées- 
e» ,  fiy  y  du  centre  de  la  sphère osculatrice ,  dégagées  d<^ 
la  variable  z^  et  de  ses  différentielles.  Mais  1^  difficulté, 
«xiste  particulièrement  à  éliminer  dans  ces  dernièrea 
valeurs ,  lei  différentielles  ^y  ,^^  et  ^ ,  afio  de  par- 
venir â  des  valeurs  de  A  >  «i,  d  et  >  dont  les  numéra- 
teur et  dénominateur  soient  multipliés  par  une  même 
puissance  de  i2r ,  et  par  conséquent  à  des  simples  fonc- 
tions des  variables  dé  l'équation  de  la  surface  proposée. 

Pour  vaincre  cette  difficulté  ,  nous  observerons  que 
le  rajon  osculateur  au  point  xyz  de  la  smface  pro- 
pesée,  étant  sur  la  normale  à  ce  points  est  évidem- 
ment dans  le  plan  normal  à  ce  même  point  de  la  sur- 
face. Or,  l'équation  (120)  de  ce  plan  normal  (art.  iS^iX 
sera  évidemment  celle  de  la  section  de  la  surface  du 
plan  normal  et  de  la  surface  courbe  donnée,  si  nou& 
indiquons  cette  circonstance  par  une  combinaison-  de 
calculs  entre  l'équation  de  la  surface  courbe  et  de  la 
surface  du  plan  normal ,  puisqu'alors  nous  considére- 
rons les  coordonnées  communes  aux  deux  surfaces. 
i>onc  si  l'équation  générale  de  la  surface  courbe  étant 
F  C^iy  *  *'  )  =  ^  I  nous  substituons  à  la  place  de  z'  sa 
valeur  tirée  de  l'équation  du  plan  normal ,  nous  aurons 
réquation  de  la  projection  sur  le  plan  des  a/y  de  la 
section  faite  sur  la  surface  courbe  par  le  plan  normal 
passant  par  le  point  d'osculatio#;  et  puisque  les  x'  ,y^ 
de  cette  projection  sont  les  mêmes  que  ceux  des  points^ 
de  la  section,  de  la  surface  courbe  par  lie  plan  normal^. 


Digitized  by  VjOOQiC 


jÔa  CALCULS  DIFFÉREIIXIEL 

nous" aurons  nue  équation  F'(j/,y)=20  dcmf  ^on« 
diaposerons  pûtnr  éfimmér  dimisliMTaleiirtdeR,  <i,  ê 
6ty^  liudîlUrêtiâêûé^dey.  Or^remarqiioiisqa^il  entre 
dans  pê^  talâursles  coordonnées  ic^'jf ,  «  ^e  nous  ayons 
considérées  pour  on  point  psfrtieùlliec  dé  la  courbe  , 
mais  que  ces  ?alèuff8  deVieùAront  générales  lonqueTon 
cessera  de  particuliEQiser  ce  poùit  /  en  mettant  i  la  place 
des  symboles  qm  reprenaient  ses  coordonnées ,  ceux 
qui  représentent  les  coordonnées' vanàbles  de  la  surface 
courbe  dans  s6n  équation. 

ig4.  On  s^t  qu'une  courbe  à  double  courbure  est 
anal3rtiquement  représentée  par  ses  équations  de  pro- 
tection sur  deux  des  trois  plans  coordonnés.  Ainsi  ea 
prenant  pour  plans  coordoûiés  de  projection  ceux  des 
afzf  etyz\  les  équations  générales  ded  courbes  à  double 
courbure  sont 

(a)..... /(;«', 0=0    et   f(y,tf)-o....(by. 

Or ,  î\  est  évident  qvte  la  tangente  à  un  point  de  cette 
courbé  >  aura  ses  projections  sur  les  plans  coordonnés 
des  x'^  ^t  jrV  qui  seront  tangentes  aux  projections 
de  la  courbe  sur  les  mêmes  plans  ,  et  que  les  points  de 
Contact  de  tés  projections  seront  les  projections  sur  les 
plans  coordonnés  du  point  âe  contact  de  la  courbe  à 
double  courbure  et  de  sa  tangente*  Donc  si  nous  repré- 
sentons par  x,  ^ ,  2  les  coordonnées  du  point  de  tan- 
génce^  nous  aùrobs  pour  équations  dé  là  tangente 

(^ifiS)[voyez  l'art.  99]- 


Divisant  la  première  de  ces  équations  par  la  seconde  ,  il 


t 

Digitized  byVjOOQlC 


ET  AOX  »1Pf  iaBMCBS.  «6S 

Tiendra  pour  équation  da  la  prcqacdonde  la  tasgenta 
9ut  lé  plan  des  x'y, 

y  — y-=  ^  (a/— x). , .  .(OCéquat.  (88) . art.  g^]. 

ExtMVLE.  Sok  la  cowbê  à  éouUe  courbure  €iyant 
pour  projection  sur  h  plan  ées  ytf  mtê  hfp^oîê  de 
técfiiation 

y"«SîT7("'  +  ^*> ^^\     . 

et  pour  prxjeeiion  sur  lé  pktn  des'  jfsf,  une  dlipse  de 
téquaùon 

an  denuinde  les  équations  deprojecthn  dé*la  tangente 
touchant  la  eourhe  à  double  courbure  au  point  dont  les 
coordonnées  sont  x,y,  z. 

Le  point  xyi^  étant  iur  la  conrbtf  propoi^  »  on 
a  aussi 


et       a^~—IlL^(!Luz^7^\ (g) 

m  m*  +  II»  W  *  ^-  •  •  •  ^«^ 

dE        m»  -)-  n*      ay 


> 


d'où         $:_»»•    «+^ 


.  cte  m^  /n^  \ 

^  S"  =  a(i,.*  +  n»)xV;?^'-^>    , 

Donc  les  équations  demandées  de  la  tangente  â  la 
courbe  sont 
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'  i^5.^i  i/on  imni^'  qa*uQe  tangente  à  la  courbe 
dans  l'espaee ,  glisde  sur  G^t|;e  courbe  priâe  pour  direc- 
trice, il  est  clair  que  par  ce  mouvement  elle  engen- 
drera une  8ur£ace  enveloppante  qui  sera  une  surface 
courbe  ,  si  là  courbe  dans  Fespaea  est  à  douUe  cour- 
bure y  et  qui  ne  sera  qu'une  surface  plïme ,  si  la  courbe 
directrice  est  plane.  Or  «  i)  s«ra  toujours  aisé  de  trouver 
Téquation  de  la  surface  enveloppante  par  le  moyen  des 
équations  de  projection  de  la  courbe  []éq.  (a)  et  (b) , 
art.  194]^^  ^®  ^  tangente  (^équat.  (ia8)3.  En  effet, 
le  point  xyz  étant  sur  la*  courbe ,  les  équations  (a) 
et(i}  de  liarticle  précédeot  donnent 

f{x;  a)=o    et  /'CJ'/«>=o; 
donc 

h^\  zn-n^»  ^) =0  et /'  (y,  zo  -/  cy,  *) = o. 

d'où    x'  =  (p(x,  z,z')    et    y  =  9'iy,z,z'). 

Substituant  ces  valeurs  de  x'  et  y  dans  les  équations 

(ia8)  ,  et  &isant  de  plus  attention  que  ^  et  ^  ^at 

respectivement  des  fonctions  de  y  ,  fc  et  x  ,  z  ,  on 
aura  deux  équations  entre  x,^,zetz',  par  le  moyen 
desquelles  éliminant  z\  il  ne  restera  plus  qu'une 
équation.F-Cx, ^,  2)  :=  0  qui,  devenant  générale 
lorsqu'on  mettra  les  symboles  af,  y',  7!  des  coor- 
deuoées  variables  de  la  courbe  dans  Tespaoe  ^  sera 
réquation  de  la  surface  enveloppante. 
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196.  Des  éqUàtioiiB  (ia8)  on  conclura  aisément  qae 
les  éqaations  de  projection  sur  les  deux  plans  coordon- 
nés yerticanx  x'J^  /s'  de  la  normale  au  point  de 
tangence  xy^  sont 

{y-.y=-^(i^-*)  et  »'-<B=-^(.'-.)}(»a9). 

M^  cette  ligne  verticale  ne  cessant  pas  d'être  normale 
au  même  point  j^s  de  la  courbe ,  lorsqu'elle  toome  au- 
tour de  ce  point  de  tangence  toujours  perpendiculaire- 
ment à  la  tangente  >  il  s'ensuit  que  les  équations  (1^9) 
sont  celles  de  la  trace  du  plan  normal  à  la  cpurbe  sur 
les  deux  plans  coordonnés  ^z:^  ety^^  Or,  représentant 
pai:z.'— 2  =  A  (x'  — x)  +  B(y — y^  l'équation  du 
plan  normal ,  il  est  clmr  que  A  est  la  tangente  de 
l'angle  que  forme  la  trace  de  ce  dernier  plan  sur  le 

doc 
olan  coordonné  a/*',  avec  l'axe  des  *';  donc  A = — ■^; 

On  démontrera  de  même  que  B  =  —  -^;  donc  l'équa- 
tion du  plan  normal  au  point  xyz  d'une  courbe  à 
double  courbure  est 

197.  Trois  points  qui  ne  sont  pas  en  ligne  droite 
détenninant  la  position  d'un  plan ,  4)n  trouvera  les 
équations  de  Conditipn  qui  doivent  avoir  lieu  pous 
que  la  courbe  à  double  courbure  et  le  plan  ai^nt  trois 
points  de  commun  ,  en  se  servant  d'un  procédé  sem- 
blable à  celui  de  l'article  19a  (  pages  a53  et  suiv.  )  > 
mA%  le  calcul  ne  sera  poussé  ici  que  jusqu'aux  secondes 
différences  ^arpe  qu'il  ne  s'agit  dans  le  cas  actuej  ^  que 
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de  trois  pobts  communs  >  et  qti^à  Târticle  190^  les  re- 
cherches dont  nons  nous  occnipions  étaient  pour  quatre 
points  communs  entre  une  surface  courbe  quelconque 
et  la  surface  d'une  sphère*  Ainsi  représentant  par 

Z'-Z=^A(X'  — X)  +  B(r--T) (a) 

l'équation  du  plan  ;  et  passant  de  la  section  à  la  tan* 
g;ence  qui ,  dans  ce  cas-ci ,  est  Todcttlation  du  plan  •% 
de  là  courbe  à  double  courbure ,  on  aura  les  équation» 
de  condition 

rfY_rfy.       ^^#y       dZ._rf«       d^Z^^d^z 
dX  —  da;*     dX.*~d^'    aX^S'    S^»~ÏE?** 

donc  dilférentiant  deui^  fois  die  suite  Téquation  Z=AX 
+  BY  qui  est  celle  du  plan  lorsque  Ton  n'y  considère 
que  le  point  de  tangence  ZXY ,  on  aura 

dzz=:Adx+Bdy;    d(kz=zBddy,  à 

d^où        Br±^     et    K^^^y'^l-fi^. 
ddy        •  docddy         ' 

donc  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (a) ,  et  fai- 
sant attention  qu'au  point  de  tangence  on  a  Z=£,  X=je 
et  Y  z:zy  ,  on  aura  pour  équation  du  plan  tangent 

llÉM ARQUE.  Nous  bbserverOttS  en  paffiwnt,  que  nous 
aurions  pu  à  l'article  1^7  ,  tronycr  l'équation  générale 
(1 1 5)  des  plans  tangens  aux  surfaces  courbes^  par  un  pro- 
céda parfaitemëiit  semblable  à  celui  que  nous  avons  cm- 
I^oyé  dans  cet  article  pour  obtenir  l'équation  (i3i)  des 
jflans  tangens  des  lignes  courbes  à  double  courbure  j 
peut-être  même  que  ce  dernier  procédé  aurait  été  pluj 
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analogue  qne  celui  de  Tarticle  187^  à  la  nature  du 
point  de  tangence  d'un  plan  avec  une  surface  courbe 
qui  est  d*08CuIation ,  puisque  trois  points  pris  siy  la  sur* 
face  courbe  détergoineàt  la  position  d*un  plan  sécant  i 
cette  surface ,  et  que  dans  le  cas  dé  tangence ,  ces 
trois  points  se  réuxûssent  en  un  seuL 

198.  L*o9cnlation  d'une  courbe  dans  l'espace  par  un 
cercle,  correspond  évidemment  i  des  oscnlations  des 
projections  de  cette  courbe  sur  les  plans  coordonnés 
par  des  ellipses ,  puisqàe  la  pnqection  d'un  cercle  sur 
un  plan  est  upe  ellipse.  Ainsi ,  cherchant  parles  procé- 
dés entteignés  àl'artide  t^^  lès  ellipses  oeeuktrices  d^ 
pro^ectiotis  sur  deux  des  plans  coordonnés  de  la  courbe 
donnéetkms  Tespace ,  le  lieu  des  centres  de  toutes  cet 
ellqMes  osculatrices  sur  ces. plans  coordonnés,  seront 
évidemment  les  prc^ctions  sur  ces  mêmes  plans  de  la 
eourbe  A  double  couAure  formée  dans  l'espace  par 
les  centras  des  oerdes  osculatenrs  de  là  courbe  donnée. 


nV  D9  CALCUL  DIFFÉJIEIITIEL. 
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NOTES 

SUR  LE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL; 


NOTE  L 

Sur  le  développement  de  i  (x+ Ax)  ,  lorsque^ 
Ax  est  une  quantité  irrationnelle  (art.  5). 

Nous  avons  supposé  à  Tarticle  8|  que  Lx  était 
une  quantité  rationnelle ,  parce  que  nous  b'  coosidé- 
lions  comme  une  variation  arbitraire  que  Ton  fiùsait 
éprouver  à  la  variable  x^  et  par  conséquent  comme  pou« 
vaut  toujours  se  prendre  rationnelle.  Cependant  il  peut 
arriver  qu'ayant  une  fonction  de  x ,  telle  que  fx^  on 
veuille  connaître  son  développement  »  lorsqu'on  fera 
varier  x  d'une  quantité  déterminée  iîrationnelle  telle  ,par 

exemple;  que  {/a-,  or,  je  dis  que,  même  dans  ce  cas-Ià,  fai- 
sant Ax  =i\/a ,  on  prouvera ,  comme  i  l'art.  5 ,  que  le  dé- 
veloppement de  f{x  +  {/à)  doit  être  de  la  forme  de  la 
série  (e)  du  même  article ,  en  y  substituant  t/a  à  la  place 

de  Ax.  E^n  effet ,  l'introduction  de  |/a  dans/x  donne , 
pour  une  seule  manière  de  prendre  fx ,  p  manières  de 

prendrey*(x4- 1/^)«  Mais  si  dans  le  développement  de 
P'(x+Ax)z=s^^  (x+  i/à),  il  y  avait  des  termes  et  mêma 
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T  «p 

an  8€til  tetma  de  la  forme  MAj:«=  M  ya^y  fl  s'cnani- 

yrait  que  pour  une  seule  manière  de  prend^p  fx ,  ré-- 

pondraient  np  manières  de  preQdre/(a:  -f-  \/a)  ,  dans 
le  temps  qu'il  ne  doit  y  en  avoir  que  p^  donc  il  y  aurait 
absutfité  dans  le  résultat. 

De  même , le  déyeloppemient  de  ^\x+Y^)  ne  peut 

renfermer  qnedespuiteances  positives  de  {/a,  car  s'il  y 

■mjÊ 

avait  un  seul  terme  de  la  forme ,  il  s'ensuivrait 

que  pour  revenir  de  la  fonction  développée  à  la  fonction 
primitive  en  faisant  a=  o  ^  on  parviendrait  à  l'absurdité 
far=jrx+oo. 

NOTE  n. 

Supplément  à  T article  J^. 

Quelle  que  soit  la  quantité  que  représente  le  sym- 
bolea^  ilest  clair  qu' ona  toujoursa-^osso  ou  £r(i--'i)=so; 
or  ;  si  a=  1  ^  on  aura  i  —  i  qui  est  le  zéro  primitif  et 
unique  dans  le  système  de  numération  ^  comme  tout 

nombre  significatif;  de  sortie  que  -^^  =  ~  =  i  ;  mais 

si  a  est  dififérent  de  l'unité^  alors  dans  l'équation  iden- 
tique a  (i  —  i)  =  o  ^  la  quantité  a  est  absorbée  par  le 
zéro  primitif  i  —  i ,  et  le  rapport  dea(i  —  i)  =  oà 
&(i— x)c=o  n'est  plus  l'unité  ,  mab  celui  des 

quantités  significatives  absorbées  a  et  &  ;  car  ,  !^    ~  ^ 

==  T .    ~    =  T*  Donc  généralement  la  fraction  §, 

exprime  le  rapport  des  quantités  que  le  zén>  primitif 
i  -r  t  «  absorbées  dans  les  deux  termes  de  la  fraction*: 
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Or ,  réqnotion  \%)  de  l'article  3  éUnt  divisée  par  Ax  , 
et  écrite  ainsi  qaH  amt 

doit  avoir  lieu  indépendamment  des  VfdeorB  de  Ao^  elle 
aara  donc  encore  lien  lorsqu'on  fera  Ax=  i  — 1=0 , 
c'est-â-dire ,  lorsqn^on  considérera  la  variable  x ,  et  par 
conséquent  fa  £DBctiofi^,  dans  iw  même  état  de  gran- 
deur,  ce  qui  donue  Ay  =  o.  On  aura  donc  l'équation 

(i)  qui  se  réduira  à  fsr/'a: .  -^^sz/^x.  Ainsi  fx 
est  ici  la  quantité  qae  le  zéro  du  numérateur  de  la  va- 
leur de  ^  absorbe  lorsque  ày  et  àx  s'évanouissent 

simultanément;  d'où  il  s'ensuit  que  si  au  lieu  d  écrire 
^ians  ce  cas-là  f  ^=^fx ,  on  écrit,  suivant  la  notation  du 

calcul  différentiel  y  dx^^^^*  ^  ^^'^  ^"*  P**  moins 
considérer  ày  tX  dx  comme  des  zéros  absolus,  qui  re- 
présentent les  différences  respectives  Ay  et  Ax  après 
l'évanouissement  absolu  de  ces  dernières. 

NOTE  m, 

Belatii^e  à  ^article  55. 

En  continuant  à  conûdéret  le  calcid  différentiel  sous 
le  même  point  de  vue  que  dans  la  note  piécédezile  f 

nous  voyons  que  dans  la  fraction  ^ ,  le  numérateor 

<^yssso  est  l'absorption  de  la  qfiSMitîlé  fx  par  U 
zéro  (  I.  _  i  )».  JN'ous  mettons  l'ejq^osant  ^  à  1  — *  1  y 
parce  qufi  1q  d^inominatenr  dx^,  ==  (i  —  i)',  puisque 
d^  =s  1  —  1  »  et  que  si  ify  ne  renfermait  qu»  le  fac- 


Digitized  by  VjOOQiC 


DU  CAtCVL  DIFFÉRENTIEL.  MJX 

leur  absorbant  i  —  i ,  U  s'^zuui?rait  qoe  ^  ou  fx 
••r*»*  ===7 — ^t: — ^-wsf—-,  résultat  abiorda. 

Nous  atoûs   de  même  trouvé  à  l'article  95  que 
/^x=^  • .  •  •f*'^  î«»=^^>  amtt«ii»éralamwijt  la  difr 

férentielle  du  n^^'  ordre  de  la  fonction  variable  j^ 
est  la  quantité/^'  abiQi:]tf|Arle.^ix>abfoIii(i— of)", 
et  par  oooféqntnt  une  ^HMité  ^JD^olument  nuUe ,  â 
on  ne  la  dégage  par  de  son  facteur  absorbaqt  (i<p*<»i)* 
par  le  mogren  du  démminateiir  Jx*  =3  (  l'^^i  )\ 

Conclusion  des  Notes  II  et  III. 

\ 

Il  est  donc  bien  prouvé ,  i^.  que  les  différentielles  de 
tousles  ordres  c^,d^...<{ly  et  de  tousles  degrés  lilr^da:*... 
dix*  ne  sont  que  des  zéros  absolus  absorbans  des  quan- 
tités finies ,  ou  du  moins  des  grandeurs  telles  que  celles 
qu*apprend  à  combiner  Falgèbre,  et  qu'aihsiles  déno- 
minations d*infiniéieiit  petits  du  premier ,  second ..... 
n''^  ordre  ou  degré ,  sont  contratres^è  tous  les  principes 
des  sciences  exactes  ;  elles  répandaient  même  «ur 
les  élémens  du  calcul  dffiérentiel,  lorsqu'on  s'en  servait 
une  temte  d'absurdité  qui  a  fait  rejeter  le  calcul  fan»* 
«ement  appelé  infinitésimal  par  {Ànsieun^^éomèfres, 
et  entr'autres  pa,r  Rolle  (*) . 

(*)  Le  nombre  des  G^m^ret  ijpî  ont  lejetë  lecaJcol  qa^on 
appelait  infinitésimal ,  aurait  été  bien  plus  cpniid^rable ,  ti  plntieor» 
n'avaicAt  été  TÊêvmfÊCt  Fi<lMiiié  dfi  jëfnlcai»  q^km  <lemiMS  m 

#t  pi»!  péMbb  fwr la  «mple  al0Abre«t  lA^étiD^ie  «dte^^ 
eeqMditd'AlembartdaiMlXMQrdoiiâii:  ^^ 

«  Mail  qoaad  on  Ait  attmtieo  ^pM  iammlm  Wrîiëf  ^f^!mL4^ 
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a"".   Qne  TezpretsioQ  de  la  taletir  fx  de  ^  ii*ett 

pas  k  limite  de  celle  ^  lorsque  Ton  considère  la 

variable  x  dans  un  seni  état  de  grandeur  ^  mais  bien 
réellement  et  rigoureusement  le  facteur  absorbé  par 
le  zéro  du  numérateur  de  la  fraction  \  lorsque  Àx= o  # 
d'où  Ay  =  G. 

3^.  Qu'on  pourrait  dé||J[le  calcul  différentiel ,  en 
disait  que  ce  calcul  sertl^Rire  trouver  les  quantités 
absorbées  mt  zéro,  lorsqu*après  avoir  considéré  la 
différence  aune  fonction  variable^  dans  deux  états  de 
grandeurs ,  on  ne  la  considère  plus  que  dans  le  pre* 
mier  de  ces  deux  états. 


NOTE  IV, 

Relative  à  t article  8i, 

Quelque  conveigente  que  soit  la  valeur  de  A.ib? 
donnée  par  Téquation  (69)  ,  lorsque  la  quantité  x 
est  beaucoup  plus  grande  que  celle  Ax;  cependant 
la  méthode  des  simples  différences  donne  une  série 
encore  plus  convergente  que  le  second  membre  de 
féqnation.  En  effet , 


»  copm  par  le  seconri  de  la  gëomëtrie  ordisaiie,  ac  dëcoavfaicnc 
»  de  ménie,  et  arec  beaucoup  plus  de  inciM  par  le  aecoitn  da 
»  calyl  différentiel ,  on  ae  peot  a'empécber  de  cooduie  qne  ce 
»  calcfil  fonmilNint  dçf  tmàùtoàm  tûref,  aimplei  et  ezactea^  Iq» 
»  pôncipca  dont  U  d^«id  âoâmic  «hmî  êm^  aljBplea.  > 
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liaif  on  a  vu  en  algèbre  que 

donc  faisant        '  ^  ?=  ;  tfoù  y  = r-A  ; 

1 — y  X     '  '^       ux+Ax 

t  /x  +  àx\ 
on  aura  I  (  ■  Kon  ^ 


NOTE  V^ 

Relative  aux  développées  (  art  i8o  ). 

Si  snr  le  centre  osculateur  i  un  point  de  la  courbe, 
on  élève  une  perpendiculaire  sur  le  plan  de  la  figure^ 
et  que  d'un  point  quelconque  prit  5ur  cette  perpen* 
diculaîre  »  l'on  mène  au  point  d'osculation  une  droite  ^ 
H  en  résultera  un  triangle  rectiligne  rectangle  dont  le 
pied  de  l'hjrpoténuse  engendrera  dans  le  mouvement 
de  rotation  du  triangle  autour  de  laj)erpendiculaire, 
le  cercle  osculateur  à  ce  point  de  la  courbe  donnée  ; 
nuds  la  base  du  triangle  étant  tangente  à  la  déve- 
loppée plane,   et  la  perpendiculaire    étant  une  dee 
génératrices  de  hi  surfate  cylindrique  ayant  ]yur  di- 
rectrice (^tte  développée  plane,  il  est  clair  que  le 
plan  du  triangle  sera  tangent   à  la  surface    cylin- 
drique y  et  que   conséquemment  la  suite   des   som- 
mets de  ces  triangles ,  tous  placés  sur^Ia  surface  c}^ 
lindrique  ,  fermeront  sur  cette  surface  la  trace  d'unT 
courbe  à  double  courbure  qui  sera  encore  une  dévelop- 
pée de  la  proposée ,  puisque  supposant  un  fil  envelop- 

18 
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pant  la  surface  cylindrique  suivant  cette  trace ,  et  ce  fil 
:  étant  prolongé  d*ane  quantité   rectiligne  égale  à  la 
distance  des  origines  de  la  courbe  plane  et  de  la  courbe 
à  double  courmire ,  il  est  clair  que  déroulant  ce  fil  en 
Ie#nant  toujours  tendu,  son  exfrémité  placée  sur  le 
plan  de  Ja  courbe  donnée  tracera  cette  dernière.  Mais 
ce  que  nous  avons  dit  pour  une  hauteur  primitive  prise 
arbitrairement  sur  la  surface  cylindrique  qui  s*é!ève 
et  s'jd>aîsse  indéfiniment  au-dessus  et  au~dessoal§  du 
plan  de  la  figure ,  peut  se  dire  pour  toute  autre  hau- 
teur primitive  ;  donc  toute  courbe  plane  a  un  nombre 
infini  de  développées  à  double  courbure,  lesquelles  ont 
pour  projection  sur  le  plan  de  la  figure  ,  la  seule  dé* 
veloppée  plane  que  paisse  avoir  la  cSarbe  plane  donnée* 
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SECONDE  PARTIE. 


CALCUL  INTÉGRAL 

•     •  • 

•«SECTION  PREMIÈRE. 

Intégration  des  fonctions  différentielles 
du  premier  ordre  et  à  uneseulevariable. 


CHAPITRE  1". 

Définitions  ^  notions  générales  et  intégrations 
des  fonctions  différentielles  algébriques  qui 
peuvent  s'intégrer  directement,  ou  se  ramener 
par  les  intégrations  réciproques  à  P intégration 
d^  autres  fonctions  différentielles  dont  on  conr 
naît  déjik  les  ifitégrales, 

199.  J-JE  calcul  intégral  est  Tinverse  du  calcul  diffé- 
rentiel ,  et  sert  par  conséquent  à  déduire  d'une  fonc- 
tion différentielle  dom|ée  ,  une  fonction  yariabie  qui , 
étant  différentiée,  rePoduirait  la  proposée.  Ce  calcul 

18.. 
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n*atteiût  pas  toujours  coimplètement  son  bat  comme  le 

calcul  différentiel  qni  ne  rencontre  jamais  d'obstacles 

insurmontables  ;  car  la  fonction  différentielle  proposée 

que  l'on  veut  intégrer,  peut  n'être  la  différentielle 

d'aucune  fonction  variable  (art.  54).  Cepeftdant  dans 

ce  même  cas  oA  la  fonction  différentielle  est  inexacte , 

ce  qu'au  reste  on  peut^  vérifier  (art.  54et$S),  Tart 

j^  du  calcul  intégral  parvient  souvent  à  faire  trouver  des 

i| tégrales  approchées  i  tel  degré  d'approadmation  qu  on 

^le  désire.  •   « 

doo.  De  même  qu'on  se  sert  de  la  caractéristique  d , 
lettre  initiale  du  mot  differenùation ,  pour  indiquer  cette 
dernière  opération,  de  même  aussi  on  devrait  sAervir 
de  la  lettre  i  placée  devant  la  formule  différentielle  que 
l'on  veut  intégrer ,  pour  indiquer  l'intégration  à  effec- 
tuer. Mais  l'usage  est  que  l'on  se  sert  de  la  lettre  f, 
initiale  du  mot  fommer,  pour  indiquer  l'intégration  ;  et 
quoique  cette  notation  rappelle  une  idée  fausse  (  "^  )  , 
comme  cependant  une  notation  n*est  qu'une  simple 
convention  pour  exprimer  une  chose  et  non  un  principe, 
nous  nous  en  servirons  toujours  dans  cet  ouvrage ,  d*au- 
tant  qu  elle  est  beaucoup  plus  commode  que  toute  autre 
que  l'on  voudriût  lui  substituer.  Ainsi  pour  indiquer 
l'intégration  d'une  fraction  différentielle  F  Qx,  dx)  , 
nous  écrirons  /F  (x ,  djc). 

aoi.  Puisque  dans  la  différentiatlon  d'une  fonction 
variablb  qui  a  un  terme  tout  constant»  ce  terme  disparaît 


"  (*)  LcA  G<^mètres  qui  considéraient  le  calcni  différentiel  < 
la  dc^compotiiioQ  des  quantités  variables  finies  en  quantités  dites 
infiniment  pe£tiat|  deraient  aussi  considérer  le  calcul  intégral  qui 
est  Tinverse  da  calcnl  différentiel ,  comme  celui  de  la  sommation 
da  nombre  mfini  de  partiea  dites  infiniment  petites  qui  ,  sui- 
vant eux ,  composaient  Îr  quantité  fiai^oa  ini^i^nk  de  là  formait 
^Sccentieilc  4onnée.  w 
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(art «7)  I  il  est  clair  qnerintégraticm  d'une  fommleiIifFé- 
rentielle  qui,  évidemment^  ne  donnera  que  les  terknet 
Tarlables  de  la  fonction  primitive ,  pourra  être  incom- 
plète ;  il  faudra  donc  toujours  ajouter  à  l'intégrale  ob- 
tenue y  une  constante  indéterminée  qu'on  repr&ente  par 
l'abréviation  const  j  et  que  Ton  détermine  d'après  les 
conditions  de  la  question  qui  a  donné  lien  à  cette 
intégration  ,  en  cherchant  ce  que  devient  llntégrale 
trouvée  dans  un  cas  particulier  qu'on  sait  réduire  la 
quantité  demandée  à  une  quantité  constante  et  connue. 
P^r  exemple^  supposons  que  par  l'intégration  de  la 
f<>rmule  différentielle  ¥  (x^  dx)  ,  on  trouve  que  son 
intégrale  ett  fx,  il  est  éindent  que  cette  intégrale 
poYunra  n'être  pas  complète ,  puisque 

îl  fiiudra  donc  écrire  d'abord 

fF(x,  d[r)=^  + const (a). 

Or ,  si  l'on  sait»  d'après  l'état  de  la  question  qdi  a  àonni 
lieu  à  l'équation  (à),  que  pour  une  valeur  particulière 
N  de  X,  on  doit  avoir  /F  {x,  dx)  =  M,  alarsl-équa* 
tion  (a)  se  réduit  à  celle 

Mrs/N  +  const;    d'oii    const=sM— /N, 

et  représentant  par  A  ce  pol3mome  constant ,  l'équa- 
tion (a)  devient  ^ 

/F(x,rfx)=/x+A; 
ainsi j^ «f*  -A.  est  IHntégràle  complète  ie¥{x,  dx^. 

!103.  Les  lettres  f  tt  d  indiquant  ^es  opérations 
contraires  «  il  est  clair  que,  lorsqu'elles  se  trouvent 
réunies  devant  une  fonction  variable  ^  l'opération  indi- 
quée par  chacune  de  ces  deux  lettres  est  détruite  par 
l'opération  qu'indique  l'autre;  donc  alors  les  deux 
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lettres  indicatives  f  et  d  doivent  s'eflFacer  ensemble: 
Ainsi 

fd.fx=fx  et  rf/F(x,€fc)=P(x,€£r). 
D'où  il  suit  généralement,  i*  que  l'intégration  d'une 
fonction  variable  dont  la  différentiation  n'est  qu'indi- 
quée par  la  caractéristique  d,  s'opère  en  effaçant 
cette  caractéristique  différentielle  ;  a*  que  la  différen- 
tiation d'une  fonction  intégrale  dans  laqueUe  Tintégra- 
tion  n'est  qu'indiquée  par  la  caractéristique  /,  s'exé- 
cute en  supprimant  cette  lettre  caractéristique. 

ao3.  Lorsque  le  monôme  dont  on  indique  l'intégra- 
tion aura  des  facteurs  constans  ,  on  pourra  écrire  ces 
facteurs  en  dehors  du  signe  d'intégration  ,  puisque 
d.afx=zad.fx-^  donc  fd.afx  =  afdsfx. 

•204.  Si  dans  les  équations  dîfféren Ailes  (6),  (7). . . . 
du  chapitre  II  du  Calcul  différentiel ,  on  fait  précéder 
le  membre  affecté  de  la  différentielle  de  la  variable,  du 
signe  d'intégration  /,  et  qu'on  efface  dans  l'autre 
membre  Je  signe  indicateur  d  des  différentiations,  on 
»ira  autant  d'intégrales  exactes  que  nous  examinerons 
successivement. 

âo5.  Commençons  donc  par  examiner  l'équation  (6) 
(art  8)  qui,  en  opérant  comme  nous  venons  de  le 
dire.,  nous  donne 

^        d:  ttm/x=="*-»cîr  =  ax^  +  const , 

formule  d'où  nous  déduisons  la  règle  suivante  pour 
Tintégration  des  fonctions  différentielles  algébriques 
monômes.  Effacez  la  différentielle  de  la  variable  ^ 
^ugmentes^  t exposant  de  la  variable  ^une  unité ,  et 
divisez  par  ce  nouvel  exfiosf^t.  Ainsi  généralement 

/x''dx=^-Çj  -f-  ço^^t, . . ,  .(i3a). 
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On  Toit  donc  que  Tintégralâ  de  toate  fonction  dlGTé- 
Tendéile  algébrique  monôme ,  est  elle-même  algébrique 
tant  que  n  est  différent  de  —  i.  Mais  si  n=  —  1 , 
Téquatîon  (i3a)  est  en -défaut^  puisqu'elle  se  réduit 
alors  i  celle 


/ 


dx       1    ,       .    ^ 
—  ==;-  +  const, 
X         o 


qui  est  absurde ,  et  annoiice  déjà  que  le  cas  de  n  =±= —  i 

se  soustrayant  seul  au  résultat  général  i  toutes  les 

dx 
antres  valeurs  de  n,  Tintégrale  de  —  doit  êtte  une 

X 

quantité  transcendante;  c'est  ce  qu'on  vérifie  bien  vite 
par  le  moyen  de  Véquation  (lo)  £  art  1 1  ] ,  et  qui  npus 
do||^  tout  de  suite  ^  en  mettant  x  à  la  plaee  de^. , 


/ 


—  sslx  +  const.. . .  .(i33)-. 

X 


Û06.  La  formule  —  est  la  seule  fonction  di0%reor 

tielle  algébrique  mon(Mœ  dont  l'Intégrale  est  inuné-» 
diatement  donnée  par  ks  transcendantes.  Mais  nçue 
avons  les  équations  (19)... . .  -^^5)  [art.  iS}  qui  nous 
donnent  immédiatement  les  intégrales  de  sept  tonctions 
différentielles  algébriques  ayant  leurs  dénominateurs 
binômes  en  quantités  transcendantes ,  et  Ces  intégrales 
nous  devant  être  fort  utiles  dans  la  suite ,  nous  allons 
les  considérer  dans  leur  plus  grand  état  de  génémlité. 

i:  Soit  proposé  d'intégrer    ,.     iv     %  Ecrivant  cett^ 
fonnule  ainsi  qu'il  suit  i  X >   ^    k      ^  et  faisant 
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yr=, — «  la  formule  (19)  nom  donne  tout  de  suite 

/!_=====»  =  i  arc  (sin==  —  )-4-const (i34). 

Si  la  proposée  était  négative  «  il  est  clair  que  son  inté-* 
grale  serait  ^ 

-    • 
T  arc  Tcos  =  — j  f  équat.  (ao) ,  art.  iG]. 

dx 
a*.  Passons  à  Tintépation  de    >  ,'»>^ («)• 

.  Ecrivant  cette  fonction  différentielle  ainsi  qu'il 
mole  (di)  l^art.  163  ^<^^  donne 

/kp!?=s"K*^  ^'^  :+"  '^"^ ^'^^^' 

Si  la  formule  différen^elle  (a)  était  négative^  Féqua- 
tion  (aa)  nous  fait  voir  qu'alors  Fintégrale  demandée 
serait 

-T  arc  r  cot  =5 — j  +  const. 
3*.  Soit  encore  proposé  d'intégrer — .1        ■  «...(fr). 
Multipliant  haut  et  bas  par  r»  nous  avons 

■'(H      .      ■'(H 
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donc  faisant  j^  ss-r^  »  la  fin^nle  (sS)  []  art.  ifi]  nous 
donne  ^ 

Si  la  proposée  (&)  était  négative^  son  intégrale  serait 

jarc^coiéc=^[éqaat,a4,  art.  i6]. 

4*-  Soit  enfin  cherchée  Tintégnle  de 
dx 

,.  (c).   ' 

V  aax  —  xa?  ^ 

Divisant  haut  et  bas  par  c,  îl  r-nt         ^^  ^  i  i     t 

K        a         a* 

et  faisant  j^  =? ,  la  formule  (a5)  [art,  16]  dAe 

/v/(aaa:-!^x)=^^  (»^-^==0  +  const...()37); 

307.  Outre  les  formules  diflPérentielles  i  dénomina^ 
teur  binôme  dont  nous  venons  de  parler  »  et  qui  ont 
leurs  intégrales  immédiatement  données  par  des  arcs 
de  cercle  ,  en  voici  une  antre  de  forme  sembbdds  aux 
précédentes,  maïs  dont  l'intégrale  est  immédiatemcut 
donnée  par  les  l<|garithmes.  ;Cette  formule  est 

^  dx 

•n  effet,  l'écriTant  mui  la  forme  - . J^ -  * 
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€t  faisant  pour  abréger,  c.s=  t^  ,  tout  se  réduit  à  inté-* 
grer  la  formule     ^  Pour  y  parvenir,  soit  fait 


a:+[/x'±c=y (d) , 

«t  différentions  cette  dernière' équatiiort,  ce  qui  donne 


A 


Or,  divisant  cette  équation  différentielle  par  son  in- 
tégrale {d)  ,  intégrant  et  remettant  pour  y  sa  valetor 
[éq.  (d)j,  il  vient 

l;^^^^^=?/i:a:  +  v/(x'±c)]  +  const...(i38). 

Mais  c  =  --  ;  donc  le  second  membre  de  Téquatioii 
précédente  est 

/<a^.+  V^a»x»  zt  6*)  —  &  +  çon*  t. 

.^nsi  rétablissant  le  dénominateur  a ,  et  faisant  atten— 

.la  •'.,,■ 

tion  que (-const.  est  une  quantité  constante  qu  oa 

représente  par  lè  seul  indice  coni«t.  des  constantes 
indéterminéas  qu'on  ajoute  aux  intégrales ,  on  aura 


A 


dx 


\/Ça^3^±Lb')^a 


=îi  i[ax-»-V(o******)]-^cûn8t..:(i39). 


ao8.  Nous  sommés  maintenant  en  état  d'intégrer 
immédiatement  toutes  les  formules  différentielles  qui 
pourront  se  déveloj^er  en  une  suite  de  termes  dHTé- 
rentiels  de  la  forme  de  ceux  que  nous  avons  considérés 
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dans  les  trois  articlèâ  précédens.  £a  eiFet 

V(  A  +f^  +r^-.)  =^/^+  dfx  +dfx...i^.  9) 
=  ^xdx  +  ç'xdx  •j^'^xdx. . . , 

et  intégrant ,  il  Tient 

f{çxdx  +  f'xdx  -f»^'xdbc. . .  •) 
—f{d.fx  +  d.fx^d.px. .  .)=/x  +fx  ^fx. . . 

MaiV  fx  =  fd.fx'=zfyxdx  (  art.  aoa  ). 

De  même 

fx^fd.fx  =  fy/xdx ,  fx'=zfd.fx^f<^"xdx..:^ 

Donc  observant  que  n3algré  que  chiiqne  intégrale 
fpxdx ,  fi^xdx, . . .  considérée  particulièrement  com- 
porte une  constante ,  la  réunion  de  toutes  ces  cons^ 
twtxtes  peut  être  considérée  comme  n*en  formant  qu'une 
aeule  représentée  à  l'ordinaire  par  con.st»  on  aura 

f{çxdx  -f-  ^'xdx  +  ç'xdx, . . .) 
'=:fyxdx  +  f(ffxdx+fy^xdx  +const,..  ....(140). 

Donc  pour  intégrer  un  polynôme  différentiel ,  on  in«* 
tégrera  séparément  chaque  terme ,  on  écrira  à  la  suite 
les  unes  des  autres  ces  intégrales'  ayec  les  signes  qui 
leur  sont  particuliers;  enfin  on  ajoutera  une  constante 
indéterminée ,  que  Ton  déterminera  ensuite  d'après  les 
conditions  de  la  question  qui  a  donné  Ueu  à  ces  calculs. 

«209.  Cette  dernière  règle  ,  et  ce  qne  nous  avons  dit 
précédemment  sur  l'intégration  des  fonctions  différen- 
tielles meaom^  algébriques^  donne  un  moyen  aises 
einoole  pour  développer  en  une  suite  indéfinie  de  termes 
aJ^Ruiques ,  les  quantités  tranicendantf  s.  En  voici  qnel«- 
ques  exemples. 
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i».  Soit    x=i+^,    d'où    ix=zdyi  ■ 

divisant  cette  dernière  éqnttion  par  la  première ,  o»  t^ 

et  intégrant^  û  vient    • 

/x=/  (i  +y)=J^— •Ç  +  ^— 'Ç+  «*^-  +con8t. 

Mais  lorsque  ^=o,  d*où  a;  =  i ,  on  a  le  premier 
membre  et  toute  la  série  du  second  qui  s'éranouisacnt  ; 
donc  const  =3  o  ;  et  mettant  à  la  place  de  jr  sa  valeur 
X  —  1  ^  on  a  complètement 

/r=x— i~^^~'^'+etc., 

2 

^omme  on  l'a  déjà  trouvé  en  algèbre. 
A^  Soit  encore  considérée  Téquation 

/*  dx 
—^+ const 

~yar  —  fafdx  +fx^dx  -^fafidx  +  etc.  +  const 

sans  constante j  car  lorsque  a?  =  o^  on  a 
arc  (  tang  =  a?)  =  o. 
S^.  Nous  avras 

ârc(cos  =  x)=:—  /l-^--Céq.  (ao),art.ie3» 
J  yi  —  a:» 

et  développant  la  quantité  différentielle  sous  le  sl^^ 
d'intégration ,  il  vient 
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arc  (cos  =  x)  =•—  I dx'-'  I   —  I  - 

-p 


d'une  seulb  variable.  &85 

a. a* 

*5.Sjfidx 
-j-^-^— etc. -f-const. 

;  EnEn  effectnant  1«8  intégrations^  on  a   ' 

^       Sx*        3  •  5^?^ 

arc(co8=3c)=— ap— — 5 tf— — ^~5 «tc+const. 

^  '  a.3     fl.a*.5     a.3.a'.7 

cr 
Or^  lorsque  â;=o^  on  a  arc  (cosssao)  s=  *>  en 

représentant  par  ^  la  demi-circonférence  du  cercle  ' 

dont  k  rayon  est  l'unité  j  donc  const  =  - ,  et  par  copr 

■équent  on  a  complètement 

-  .*  ^  oc^        3jc*       3.5. x^       ^ 

arc(cos=mx)=-— CD— — 5  — — 7-g-- 5— —etc., 

^     •      '      a  a.  3      a.4.5      a.4.6.7  ' 

comme  on  le  troure  par  la  simple  trigonométrie ,  mais 
beaucoup  plus  péniblement. 

Les  intégrations  par  des  séries  indéfinies  sont  non*- 
seulement  utiles  da^s  les  développemens  deTespècede 
ceux  dont  nous  Tenons  de  parler ,  mais  encore»  comme 
noos  le  Terrons  au  chapitre  IV,  dans  les  intégrations 
par  approximation  des  quantités  dilTérentielles  dont  on 
ne  peut  aroir  les  mtégrides  exactes. 

aie.  On  comprend  généralement  sous  le  som  de 
différentielles  binômes,  celles  de  la  forme 

^dx^a  +  baf^y 040» 

dans  laquelle  on  peut  toujours  considérer  metn  comme 
représentant  des  nombres  entiers ,  car  si  par  ezemitfe 
onaTai^ 

r  h 

af^dx  (a+  ba^f^y (a)  , 
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on  n'aurait  qu'à  faire  zz=zx^^^^^*0^  d'où 

e 
A 

et  •     -ci-h*=4*C*-»-0. 

donc  ,  faisant  pour  abréjger ,  ç  =  (c  -fe)  (  i  +  fe  )  ^ 
ns=(i  +  A)  (3C+ c)  —  i  et  TO  =  A(c  +  e),  la 
formule  (a)  se  réduit  à  celle  ^s"Ja  (a +  &»"*)'',. dans 
laquelle  n  et  m  sont  évidemment  des  nombres  entiers  , 
et  qui  est  de  la  même  forme  quç  la  fonction  différen- 
tielle (i40  >  fbstraction  faite  du  nouveau  facteur 
constant  q  qui  n'entre  pour  rien  dans  l'intégration. 

On  peut  de  même  toujours  considéra  l'exposant  m 
bmme  positif»  car  si  on  avait ,  par  exemple , 

afdjc  (a  +  bany (*), 

on  n'aurait  qu'à  faire  x  =  z^K  d'où  dx  =  —  z'^dz ,  ' 
etar^  =»*;  ainsi  la  formule  (A)  deyiendrait 

ce  qui  est  une  différentielle  binôme  dans  laquelle  l'ex- 
posant de  la  variable  sons  le  lien  de  la  puissance  p  dn 
binôme  »  est  un  nombre  entier  et  positif. 

au.  Cela  posé ,  je  dis  que  la  différentielle  binôme 
(  1^1  )  est  immédiatement  intégrable  dans  les  quati# 
cas  suivans», 

Premier  cas.  Si  p  est  un  nombre  entier  et  positif» 
puisqu'alors  le  développement  de  la  proposée  donne 
une  suite  de  monômes  différentiels  algébriques  (gtt.  ao4 
et  ao8).  On  remarquera  que  dans  ce  même  cas ,  l'inté- 
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grale  est  algébriqae  si  l'exposant  n  de  la  yariable  en 
dehors  du  bÎQome  est  positif^  on  si  étant  négatif^  il 
est  >  777;>  +  1  ;  ou  du  moins  différent  de  run  des 
termes  de  la  progression  par  diiFérence  7  m.am. .  ;p7n, 
augmenté  de  lunité  ,  mais  dans  le  cas  contraire , 
l'intégrale  sera  transcendante  par  les  logarithmes ,  puis- 
qu'alors  il  y  aura  nécessairement  dans  le  développe- 
ment ,  un  terme  de  la  forme  — '-  dont  l'intégrale 
"est  Alx  (art.'aoS). 

Aia.  Second  cas.  La  formule  (i40  sera  encore  in- 
tégrable ,  si  m=it+x  ;  car  alors  faisant  a4.6x**"==y, 
ce  qui  donne 

dy  1 

et  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (i^i) ,  ell« 
se  réduira  à  celle 


JÎÉL 


(«), 


dont  l'intégrale  est  i  .  ^  ,  ^^ .  ' — ; — r:  donc 

A.*.(,+i.-.y=£î±^i^+c™«...(,«: 

Cette  intégrale  est  algébrique  tant  que  la  valeur  de  p 
est  diEFérente  de  —  1  ;  mais  si  p  =  — %  1 ,  alors  l'ia- 
tégrale  est  transcendante ,  puisqu'alort  on  a 
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.«t  par  conftiqaent 

rj^^       iSf+^'^i  +  conat 043). 

Exemples  I.  Intégrer  xdx  V^q^+ax*. 
Comparant  cette  formule  avec  la  générale  (i4i)  i  onu 

donc  à  canse  qde  la  condition  m  =  i»  -f~  i  est  satisfaite,  ^ 
•t  que  p  est  différent  de  —  i ,  la  formule  (14a)  nous 
donnera  tout  de  suite 

fa:d^  1/9*+ w:»=i(9*  +  ax*r. 

II.  Intégrer  y^Ç^. 

Ici  nous  avons 
.     m(=4)==ii+i  (  =  3+o,   p  =  — i; 
donc  nous  serrant  de  la  formule  (i43)  »  nous  aurons 
Tintégrale  demandée  =    ^^^ ^. 

ai3.  Troisième  cas.  Si  n  est  positif  et  n-f- 1  multiple 
de  m  (^ ,  la  formule  (141)  sera  immédiatement  inté- 
grable  \  car  soit  fait  "" 

a  +  ba^ssy ,    d*où    «*=-2-j^i 


■=(^/ 


..I» 


C^)  n  ne  faut  pai  onhl^er  qne  nons  «toiu  dîc  plu*  kam  (  art.  sro) 
tp9  m  pouvait  tonioift»  éoe  CMMÎdà^  comjuf  repi^Kiitanc  on 
Aonbiecatiar  et  poÀîf. 


Or, 

I 
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ti6nc  là  transformée  de  la  proposée  ^ 


—  1 


Xity  cette  transformée  est  immédiateineot  intég^le  ; 
puisque  par  hjrpothèse  l'exposant  du  binome^R  un 
nombre  entier  et  positif  (art.  an)  ;  donc  aussi  la  pro* 
posée  est  immédiatement  intégrable. 

Remarque.  Il  est  aisé  de  voir  que  le  second  cas 
(art.  aia  )  n*est  qu*un  cas  particulier  de  celui  que  nous 
\enons  de  discuter  dans  cet  article^  puisque  si  n4^i= m, 

on  a  -^^  =  au  nombre  entier  et  positif  i  ;  d'ailleurs 

dans  ce  dernier  cas  ,  Ta  formule  (i44)  ^  réduit  à  celle 
(a)  de  l'art.  21  a.  Mais  nous  avons  distingué  les  deux 
bsLS  discutés  aux  articles  aiâ  et  âi3^  parce  que  pour 
le  premier ,  on  a  immédiatement  la  formule  intégrale 
(i4a)  ou  (143)  i  au  lieu  que  pour  le  second ,  qui  est  le 
cas  général ,  on  n'a  que  La  transformée  de  la  formule 
différentielle 


Exemples  I.    JnUgrêr  x^dx  V  h  +  x». 

Comparant  cette  formule  avec  celle  (i40»  on  a 
n:i=3,    az±:h^    iî=i,    m=a    et    p=:^; 

or =  a;  donc  se  servant  de  la  formule  (144), 

on  a  pour  transformée  de  la  proposée^  la  fonction  diifé^ 

rentieUe-ÎLJlLLZLj  dont  l'intégrale  est 
:^y— fAy^+const; 
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et  substituaaPà  la  place  dty  »à  yaleur  A  -f-x*^  on  a^ 
toutes  réductions  faites , 

fx^dxy'(h  +  3if')^-^(^—ih)^(h+a*y+comU 
II.  Intégferi^dx  (h  +  qx)-^. 
N^  ayons  ici 

n  =  5,  az=fi,  b=iq,  m=i     et    p=— 4; 

or, =:  6  ;  donc  la  transformée  [form.  (i44)l  ^^ 

la  proposée  est  , 

intégrant  et  substituant  la  yaleur  de^(=A-f-9'^)  >  on  a 

loA»  5k*  .  AS        -|  . 

+  Â+^  ~  a  (A  +  qx)»  +  3(A  +  9x)U+'*'"*- 

a  14.  Quatrième  cas^  Enfin  lorsque  — 3I-3E-ZlL_  est 

un  nombre  entier  et  positif,  la  proposée  (i40  c*t 
immédiatement  întégrable  ;  car  si  on  multiplie  et  di- 
vise en  même  temps  la  formule  (i40  par  af^f ,  on 
a  celle 

•     x»"*^dx(i+ax-"*y (145) 

qui,  d* après  rhjrpothèse  actuelle,  se  trouve  dans  h 
troisième  cas  (art.  ai3). 

Exemple.  Inpégrer  x^dx  (a*—  x")-*. 
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Nous  avons  n  =—  3 ,  771  =  a ,  p  =5=  —a,  a  ==  a% 
«t  6= — t  ;  donc 

—  m  — i  a  ' 

be  qui  est  le  quatrième  cas  d'intégration  immédiate*^ 
Ainsi  faisant  les  substitutions  convenables  dans  la  for^ 
imule  (145)  >  nous  aurons  celle  ^  n 

idont  la  transformée  [forra.  044)]  «^ 


6         ~       aa^ 


'    intégrant  et  substituant  dans  Tintégrale  la  valeur  dé 
y  f  =  — ^j — ^J  »  ofl  ^  *  toutes  réductions  faites , 

/^__^__  _  2  rg*(fl^— g")  ,  ^;^  . 

—  /(a+x)  — /(a— 07)  j+  const. 

ai 5.  Puisque 

/((porV  d  (çix)  =  ^^^}^\  4.  const (a)  ^ 

p+i 

Ù  est  évident  que  si  Ton  a 

d  ((px)  =  q(<p'x)  dx (i)  , 

d'où  9=7^^ 046). 

l'équation  ^a)  deviendra 

fil>'a:)dxi^y=.^f)^^+  con*. . .  .'(147). 

Mais  d'après  l'éqdation  (b) ,  il  est  clair  que  la  premièi* 

19.. 
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xxmdition  pour  que  l'intégrale  de  (f^x)  dx  (fixy  8oil 
immédiatement  donnée  par  Téquation  (147)  >  est  que  le 
facteur  f 'x  en  dehors  du  lien  de  la  puissance  p  soit 
d'un  degré  moindre  d'une  unité  que  celai  f  x  engagé 
sous  cette  puissance^  et  qu*il  soit  composé  d'autant  dtt 
terme9  qu'il  y  en  a  de  Tariaibles  dans  cette  dernier* 
"formule  çx. 

La  seconde  condition  d'intégrabilité  immédiate  est , 
d'après  l'équation  (i4Q ,  que  le  rapport  de  la  dilTérenr 
tielle  d  (fx)  du  polynôme  engagé  sous  le  lien  de  la  puis- 
tance  p  au  facteur  différentiel  (fi'x)  dx  hors  du  lien  de 
cette  puissance  ,  soit  une  tonstante  q  ^  laquelle  est  don-* 
née  par  l'équation  (i4Q* 

ai  la  formule  différentielle  proposée  ne  satisfait  qu'à 
la  première  condition  »  alors  on  n^ura  pas  immédiate- 
ment son  intégrale.  Mais  on  pourra  souvent  décompo- 
ser la  formule  proposée  en  deux  parties ,  dont  l'une 
s'intégrera  immédiatement  ^  eU  dont  l'autre  restera  à 
intégrer  :  de  manière  que  l'intégration  proposée  dépen-* 
dra  d'une  autre  intégration  qui ,. quelquefois  ,  peut  se 
trouver  immédiatement.  Pour  parvenir  à  cette  décom- 
position ,  on  cherchera  dans  l'équation  provenant  de 
l'application  de  celle  (i4Q ,  quelle  serait  la  valeur  que 
devrait  avoir  quelqu'une  des  constantes  de  ^'x  eana 

altérer     \^     ,  pour  que  q  fût  une  quantité  constante  ; 

alors  mettant  pour  cette  constante  la  valeur  en  question, 
on  aura  d'abord  une  intégrale  immédiate  ;  msûs  conune 
on  a  altéré  la  fraction  différentielle  proposée  ,  l'on 
neutralisera  cette  opération  par  une  contre-opération 
qui  donnera  lieu  i  une  nouvelle  intégration  à  opérer  » 
et  dont  conséquemment  dépendra  celle  de  la  formule 
^différentielle  proposée. 
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EXEMPtEl  I. /n«^er  (a +x)  dx  (b  +  aax  +  x*)\. 

On  Toit  tout  de  snite  qne  la  première  condition  eit 
satisfaite ,  pnisque  le  factenr  extérieur  a +  X8e  com- 
pose d'autant  de  ti!rme8  qu'il  y  en  a  de  variables  dans 
le  facteur  irrationnel^  et  que  le  polynôme  soùs  le  lien 
de  la  puissance  ^  étant  du  second  degré  ^  le  rationnel 
n'eft  ffà\  du  premier  degré.  La  seconde  condition,  efi\ 
pareillement  satisfaite  ^  car  l'application  de  l'équatioA 
(ii^6)  nous  donne 

donc  Véquation  (i47)  nous  donnera  immédiatement 

le 

/(a+a;)«ix(6+a«x+a»)^=5<y22î±*lI+coniy 


ao 

.y 


II.  Intégrer{h  +  x)àx{iix  +  xxy 

U  est  évident  que  cette  formule  satisfit  4  la  pre* 
mière  condition  ;  mais  l'application  de  l'équation  (i4Q 

donne  q  =  Sl  T^ — ^  J  «însi  q  étant  une  quantité  va- 
riable si  &  est  différent  de  l'unité^  la  formule  proposée 
n*est  pas  immédiatement  intégrable  pour  toute  valeur 

de  6^1.  Or,  je  remarque  que  si  b  étail=i«  1^ 
formule  proposée  se  réduirait  à  celle 

{i  -\^  x)  dx  (^^x  '^  xx')^ 

qui  est  immédiatement  intégrable  ^  puisqu'on  a  alors 
^=;:?a^  mail  qqi  diffère  de  la  loraie   proposée-  ej^ 
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ce  qu'on  a  ajouté  à  celle-ci  d!r  (ax  +  xr)^  et  ren 

tranché  bJx  (2X  -f-  -^^x)^  }  donc  par  une  contre-opé- 
ration^ neutralisant  l'opération  précédente ,  on  aura 

(b-{rxydx(ax  +  3çxy 
tr  (i+x)  di(ax+xxy-f  (6— I  )  Ac  (ax  +  xx)^  -^ 

et  inté^ant ,  il  viendra 

z 
/( 6 -f  x)  dx  (ax  +  xx)^ 

=^(ax  +  aRr)  ^  -f  (i_  i)  yax  (ax+xx)^  +  conit. 

ai  G.  Quelquefois  les  fonctions  différentielles  qu*oi^ 
yeut  intégrer ,  pani^nt  au  premier  aspect  se  refuser 
^x  méthodes  que  nous  ayons  enseignées  dansée  cb^^ 
pitre,  et  cependant  peuvent  sy  ramener  par  le  moyen  de 
quelques  opéralt^os.  ^i  réduisent  les  fonctions  diffé- 
rentielles proposées^ aux  mêmes  formes  que  celles  que 
"riouB  avons  considérées  précédeminent  /  lesquelles 
ttonnent  lieu  à  des'  Ifatégrations  immédiates. 

'   fs^v  exeniple,  soit  d'àbiord  la  formula 

'^  •'  //'       '        -^        ' 

•  a{rfx{.a«çr  —  xx)   * 

^n  t>àraît  n*^tre»dafi&'litk;ùn  des  cas  d'intégraticin  im- 
médiate mçntionnês  aux  articles  ai  i . . .  .ai4^  ni  avoir 
les  conditions  requises  à  Tarticle  ai 5.  Cependant  si 
nous  divisons  le  numérateur  çt  Iç  déçyminateur  par 

f^  ,  nous  aurons  la  formule 

:ç    'dxÇaa  —  x)    *• 
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qui  eit  dans  le  cas  de  Tarticle  ai4>  et  qui  ^  conséquom** 
ment  est  immédiatement  intégrable. 

On  trouve  ,  en  faisant  le  calcul . 

-1  a? 

fxdx  (  aax  —  xx)   *  = =.  +  const, 

a  y  2ax  — •  xx 

Soit  en  second  lieu  la  fonnule 

(ax»  —  X*)  dx  (ar^  —  |  x^)"  *, 

qui  ne  parait  se  rapporter  à  aucun  des  cas  mention-- 
nés  précédemment  5  cependant  elle  8*y  ramène  en 
multipliant  les  deux  facteurs  de  la  proposée  par  x  ^ 
car  alors  on  a 

(tfx4— x^)  dx  (ox»—  I  x»)'  ' . 

Or,  cette  formule  a  la  première  condition  exigée  à 
l'art,  ai 5  ;  et  déplus,  l'application  de  l'équation  (i4Q 
donne  9=  5  ;  donc  £équat.  (i47)2 

/(ax<— x«)dx(ax*  — fx*)"*»,  ou 

/(ax»— x^iZr  (ax^— |x4)"  *=|  l/(ax*—  |x«)+con5t, 

217,  Lorsqu'on  s'est  assuré  que  la  fonction  difFé- 
fentielle  algébrique  binôme  (i4i)  ^'^^^  dans  aucun  iles 
cas  d'intégration  immédiate  exposés  précédemment , 
on  dierche  à  l'intégrerimmédiatement  en  ramenant  son 
intégration  à  celle  de  quelque  fonction  différentielle 
que  l'on  sait  déjà  intégrer ,  ce  qui  s'opère  par  le  mojen . 
des  intégrations  réoiproquos  dont  nous  ferons  un  grand 
usage  par  la  suite,  et  dontjia  définition  fera  le  sujet  de 
cet  article. 

En  dilTérentiaot  la  formule  Fxfs,  on  a 

4'F^^'=s.Ixd.fx  +fxd^Fx^=^^xdx  +  ^<ix  i, 


Digitized  by  VjOOQiC 


a^S  INTÉGEÀTION  ftES  FONCTIÔKS 

et  par  conséquent 

Txfxz=:fi^xdx  +fyxdx  +  conat (a); 

d'où  nous  conclurons  qu'on  peut  réciproquement  fâira 
dépendre  Tintégration  de  chacune  des  fonctions  difFç- 
rentielles  ^xdx  «  çxdx  de  l'autre.  Ainsi ,  en  supposant 
que  l'on  yeuille  faire  dépendre  Tintégration  de  la  pre- 
mière de  ces  fonctions  difFérentietles  d'une  autre  fonc- 
tion différentiellç  çxdx  pl|is  simple  que  I^  première  ^ 
mais  encore  indéterminée  ,  on  prendra  ^x  avec  un 
nombre  conyenable  d'exposans  constans  indéterminés 
qt^  .remplacent  les  exposans  déterminés  qui  y  étaient 
déjà  ;  et  dtfférentîant  cette  formule  ,  on  disposera  des. 
constantes  indéterminées ,  de  manière  que,  celui  de» 
termes  de  la  différentielle  résultante  qui  aura  les  plus 
grands  exposans  ,  soit  identique  avec  la  fonction  diffé- 
rentielle proposée  ^xdx.  Par  ce  mojrenJà ,  Intégrale 
de  ce  dernier  terme  différentiel  dépendra  de  l'intégra- 
tion de  la  quantité  différentielle  çxdz  actuellement 
déterminée^, et  plus  eimple  que  celle  ^xdx  qu'on  yeuf 
intégrer,  et  on  aura 

fi^xdx  =3c  Fxfx  — fyxdx  +  const . ....  048). 

Nqus  allons  faire  d^ns  l'article  suivit  une  applica- 
tion trèfi!-utUe  de  cette  n^éthode. 

ai 8.  Rerenant  à  la  fonction  différentielle  binoma 
x^dx  (  a  -f-  bx^  y  que  nous  supposons  n'être  dans 
aucun  des  cas  d'intégration  imm^ate  »  «t  cherchant  â 
faire  dépendre  l'intégration  de  cette  formule  de  celle 
d'une  formule  plus  «impie  ,  nous  commencerons  par 

différentier  la  fonction  algébrique  x  (a^^bx  )  qui 
a  la  même  forme  que  le  facteur  de  dx  dans  la  pro- 
posée ,  i^tais  dans  laquelle  m  et  a  sont  des  quantité 
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iiidétenninées  ;  nous  aurons  donc 

d.x   {a  +  bx    )  =»»       dx{a^bx   ) 

r\'mbhx  «IxÇa+ix   )       (a).' 

Mais 

mx       ax{a+bx  )  =:«x      dx(a4-^x  )       {a+bx  y 

ce  qui  change  l'équation  (a)  en  celle 

J.x  (a+&x    )  :=zaêtx       dx(a+Dx   ) 

-)-ft  (7?ix+«r)x  dx(a+&x    )       (ti). 

Or ,  Texposant  de  x  dans  le  dernier  terme  de  cette 
équation  étant  plus  grand  que  celui  de  x  dans  le  terme  , 
précédent ,  faisons  •-f-m — 1=7»  et  A —  1  =p ,  d'où 
4w=^/t+i  — 7netA=p+  1.  Substituant  ces  valeurs 
dans  l'éouatîon  (b) ,  isolant  le  dernier  terme ,  divisant 
toute  l'équation  par  i  (  mp  +  ^1+  '  )  *>  «^fin  intégrant ,  ' 
on  a   . 

/x»ir(a  +  6x~y 
_  x"-^'(g+fex"*)^»^a(n+i— m)yx'"'*Ac(fl+&x»y. 
"^  b  {  mp  +  »  +  1  ) 

+  const (149). 

Mettant  successivement  dans  cette  dernière  équation 

À  la  place  de  n  les  quantités  n- —  m ,  n  —  stm 

ji— -ira»!  i  représentant  un  nombre  entier  et  positif  ^ . 
pji  aura  la  formule 
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a{n  +  i  — m)[a} fl(n+  i  -*  flm)[3] 

'~ij::«(  J  +/i  +/»  (^0)  ij:"(.i+îi-|..m(p— s)) 
fl(/î+i— gm)[4]  a(n+i— (£— i)m)[rin 
^*a:-(i+n+m(p-3))"*'  bx'^l\+n+m{p-{i'i))']J 
^  (n+i— mXyi-l-i-A5m> . . .  (n-\-\ — im)  fft^ 
(l-h7^^-7^p)(l^-/i-^-/n(p-l))....[l-+•/l-^-m(p-(i-l))3\î/ 
X/x-^'^'da;  (a  + Ax«X+  const (i5o), 

dans  laquelle  les  indices  (]i3  ,  C^l*  •  •  *C0  niarquent 
que  le»  termes  qu'ils  affectent  doivent  être  multipliés 
par  tous  ceux  d'un  indice  inférieur.  Par  exemple  ,  le 
teme  où  est  Tindice  {v^  doit  être  multiplié  par  celui 
où  est  l'indice  [i^  ;  le  terme  où  est  l'indice  [^3  doit 
être  inaltiplié  par  les  deux  termes  respectivement 
affectés  des  indices  [i]  et  fa] ,  et  ainsi  de  suite. 

Des  deux  s^es±  qui  précèdent  lë  dernier  terme  ,  le 
supérieur  est  pour  le  cas  de  inombre  pair^  etTinférieur 
est  pour  le  cas  cont,r^re. 

Il  est  clair  que  si  n  +  i  est  multipl^  de  m ,  le 
coefficient  du  dernier. terme  de  Téquation  (i5o)aura 
1^  fectéur  nul;  dodo  le  terme  intégral  s'évanouira  »  et 
on  aura  alors  l'intégrale  immédiate  et  algébrique  de  la 
proposée ,  ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  dit 
À  l'article  ai 3.  Nous  remarquerons  seulèmëtit  que  dans 
cfe  même  cas  ,  qui  est  le  troisième  que  noud  avons  exa«- 
miné ,  la  formule  (i5û)  donne  tout  de  suite  l'intégrale 
sans  recourirà  la  transformée  (i44)*  ^^  lectettr pourra 
faire  r^plication  de  la  formule  (i5»)  aux  deuxèxem-i 
pies  de  l'article  a  i3. 

5119.  Par  le  moyen  de  notre  formule  (i5o)^  Q  est 
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clair  qu'on  pourra  toujours  ramener  Tintégration  da 
bÎBome  différentiel  '  x^dx  (a-f-ix**)'  à  celle  d'uû 
autre  binôme  difiTéreadel  sfdx  {^a-^^bx^y  dont  on 
connaît  l'intégrale  »  ou  qui  du  moins  est  dans  Tun  dea 
cas  d'intégration  immédiate  (art.  nii . .  .;9i4),  toutes  les 
fois  qu'on  auran^r  et  n— r  multiple  de  m,  puisqu'a- 

lorsfaisantn— ^im=:r ^  d'oui  ==  ,  on  aurai  en 

m 

fkombre  entier  et  positif. 

âSQ.  Donc»  1*:  sepri§sentantpar(;  un  nombre  enti^ 

od^dx 
fX  positif,  U  formulç  —        -    •-  pourra  toujours  s'in-» 

V^a*  —  X* 

tégrer  par  les  arcs  de  cercle  ,  puisqu'on  pourra  toujours 

ramener  l'intégration  '  de  la  proposée  à  celle  de  la 

dx 
formait        .       y  .  doat  nous  sairont  que  l'intégralô 

est  arc  f^sin  =  -  J  féquat.  (i34) ,  art.  ao6].  En  effet, 
pn  a  dans  ce  cas-ci  n  =2:  â^  ^  m=t a  ,  r=  o  ;  donc 

i  f  =-H- j  :z=— =au  nondsre  entier  et  positif  q: 

Substituant  dans  l'équation  (  1 5o)  les  valeurs  précédentes 
^4  m  et  de  »,  et  outre  cela  celles  dé  a  =  a*,  i  =  —  1, 
et  p= — y,  on  a  Téquation 

"^   a(g  — a)x»   ^  3(9  — 3)x*   """'"     ax»  J 
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dans  laquelle  les  indices  ^i"}  »  [a]«  ^  •  «C^D  rcmplissenl 

les  mêmes  fonctions  que  dans  Téquation  (i5o). 

asti.  2^.  Nous  conclurons  encore  de  ce  qui  a  été 
dit  a  l'article  a  13 ,  que  g  réprésentant  comme  précé*- 
demment,  un  nombre  entier  et  positif  ^  il  sera  toujoura* 

possible  d'intégrer  la  formule    ^  ;  car  on  pourri^ 

dx 
toujours  ramener  son  intégration  à  celle  de    ■       ^1 

dont  nous  savons  que  Vintégrale  est  -  arc  Ttang  =  ^j 

réquat.(i35),art.  ao6]].  En  effet,  comparant  cette  der- 
nière formule  différentielle  avec  celle  x'^dx  (tf  +  baf^y^ 
et  la  proposée  avec  la  formule  of^dx  {a  +  bxf^y,  on  a 
r=:o,  n=flfl,a=a*,  6  =  i,m=aetp=: —  i, 
ce  qui  donne  £:±=aa  nombre  entier  et  positif  ^^  seule 
condition  exigée  à  l'article  aig.  ♦ 

Substituant  les  valeurs  précédentes  dan»  l'équati^on' 
(i5o)^  et  effectuant  les  multiplications  indiquées  paj^  les 
indices  [i]  ,  [a].  - . .,  on  a ,  toutes  réductions  faites, 

'*'(a7  — 5)x«       (a<7  — 7)3:»"*"^a;*«-roJ 
dta»*-»  arc  (tang  =  -  J  -f.  const (>5a)  , 

» 

les  signes  supérieurs  dans  le  cas  où  g  eft  \m  nombre 
pair,  les  inférieurs  dans  le  cas  contraire. 

aaa.  Quoique  la  formule 

^^dx  (  a*  ±.  b^a^)^ (a)^ 
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Ûàxa  Ia(iue11e  nous  supposons  que  7  est  un  nombre  en- 
tier et  positif^  soit  dans  le  troisième  cas  d'intégration 
immédiate ,  et  pdr  conséquent  intégrable  par  la  mé- 
thode easeignéè  à  l'article  sti3;  cependant  il  est  pluj 
commode  de  se  servir  de  la  formule  (i5o)  pour  inté- 
i;rer  la  proposée  (et),  puisque  nous  allons  déduire  de  cette 
formyle  (i5o)  ^  l'intégrale  générale  de  la  fonction  diff^ 
~  rentielle  (a) ,  au  lieu  que  la  méthode  de  l'article  qi3 
ne  donnerait  que  la  transformée  de  cette  dernière  fonc* 
tion  f  form.  (i44)l* 

Soit  y  =  bx\  d'où  ifcc  =  -^  et  x^"^'  =  "^^ ,  dôno 
toute  la  question  se  réduit  i  intégrer 


Or  y  remarquons  que  l'intégration  de  cette  différen- 
tielle peut  se  ramener  à  celle  de 


JÉL 


(0, 


dont  f  intégrale  est±:  (a*±:j^)*  (second cas ^  art.  â  122)» 
puisque  comparant  le  facteur  yariable  de  la  formule  (6) 
àrec  la  formule  générale  (i^Oi  abstraction  faite  dé  la 
différence  des  symbAles  x  et  y  de  la  variable  ,  nom 
ayons /t  =  29  +  1  ,a  =  a*,i=±:i  ,TO=a,p=:— j. 
De  plus^  la  formule  (c)  donne  r=a  1  >  donc 

.  Cela  posé ,  mettant  ces  valeurs  de  n^  a ,  i.  • . .  dans  la 
formule  (i5o)^  reatitu^nt  |e  facteur  constant  ^^^^ 
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^t  la  Taleur  de  ^  =  &x  ^  on  aura ,  toutea  réductio&t 
faites  y 

Des  doubles  signes  qui  pi*écèdentia8  tenues  compris 
entre  les  crocliets  »  on  voit  évidemment  que  les  supé- 
rieurs sont  pour  le  cas  de  b^  positif^  et  les  inférieurs 
pour  le  cas  contraire  ;  mais  des  deiAt  signes  qui  pré- 
cèdent le  dernier  terme  qui  est  en  dehors  des  crochets, 
le  positif  n*a  lieu  que  dans  le  seul  cas  où  b^  est  positif  et 
que  le  nombre  q  est  pair. 

aa3.  il  est  à  propos  d'observer  qu'outre  la  réduc- 
tion obtenue  dans  l'équation  (i5o)  de  l'exposant  de  x 
hors  du  lien  de  la  pm'ssance  p ,  nous  pouvons  encore  di-^ 
minuer  ce  dernier  exposant.  En  effet , 

fiù^dx(a  +  ba^y  =  afx^dx  (a+bx^y-^ 
+  bfaf^dx  (a  +  bjc^y-' (a)  [*]. 

Or  y  mettant  dans  la  formule  (i4d)  ^.+  '>  ^  ^^  place 
de  n^  et  p— •  i  a  la  place  de  p  ^  il  vient 

fxf^''dx{a  +  baf^y' 
_  a^'ia+bx^y^a{n+\)fsf^(!a+bx^)i^*  , 
b{mp  +  n+i)  * 

-^  -  , 

[*]  Nous  na  mettons  pas  la  consunte  arbitrairo,  afin  de  simpii'^ 
fier  ]«  cafeal  ;  c'ett  ccqai  noas  arrivera  aoavent ,  on  nous  rcaervatiC 
o«  ta  rétablir  dans  Tintégrale  finale ,  entièrement  OU  en  padic  exécu- 
tée, qui  sera  le  résolue  de  nos  calculs. 
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iftt  substituant  cette  valeur  dans  1  équation  (a) ,  il  vient , 
toutes  réductions  faites , 

àf^Ca+bàf^y+ampfa^dxUi+bx^y'^ 

—^ %+n+i  ^ +const-(.54)j 

Substituant  successivement  à  la  place  de  p  les  quantité» 
P —  1  >  p  —  a.  •  .p  —  (7 ,  en  représentant  par  q  ieplua 
grand  nombre  entier  contenu  dans  p ,  on  réduira  Tin- 
tégration  de  la  formule  proposée  (141)  à  celle  de 

a^dx  (a  +  AiT^y-^ , 

et  par  conséquent  aussi  à  celle  de 

x»-*"<lr  (  a  +  bx^y-i  [  équat*  (1 5o)]  ; 

dans  laquelle  im  est  le  plus  grand  muhiple  de  m  con-* 
tenu  dans  n,  et  p  —  q  une  fraction  de  Tunité  (*)• 

Ainsi ,  par  exemple ,  l'intégration  de  afidx  (a*  +  ba^)  * 

se  réduit  à  celle  de  dx  (^a  +bx^y. 

ùsi4'  ^1  ^^  évident  que  la  réduction  enseignée  à 
l'article  2218  augmenterait  l'exposant  de  x  en  dehors 
du  lien  de  la  puissance  ,  au  lieu  de  le  diminuer  si  l'ex- 
posant n  était  négatif ,  et  qu'il  en  serait  de  même  rela- 
tivement à  la  réduction  enseignée  dans  l'article  précé-»i 
dent  de  l'exposant  du  binôme^  sip  était  une  quantité 


('*'}  Il  faut  faire  attention  que  p  reprësente  une  quantité  frac* 
ttonnaire  positive  et  >»  i  j  car  i».  si  p  était  un  nombre  entier,  ia  pro- 
posée s'intégrerait  iromëdiatemeat  ^  20.  si  p  étaitnégatif ,  il  y  aurait 
pins  grande  complication ,  et  nous  examinerons  ce  cas  dans  Fart.  a3a^ 
3*.  si  p  était  <^  I ,  la  réduction  dont  noos  avons  parlé  dans  cet  ar- 
ticle serait  inutile  et  m^me  nuisible  ;  car  elle  tendrait ,  en  rendant 
Texposant  du  binôme  négatif,  à  augmenter  sa  valeur. 


Digitized  by  VjOOQIC 


3q4  Intégration  des  fonctions 

Dégatiye.  Il  est  donc  nécessaire  d'obvier  à  cet  incon-^ 
Ténient ,  et  nons  allons  d'abord  nous  occaper  da  cas  où 
n  est  négatif. 

Reprenant  Téquation  (149)  C  a^-  ^iS  3  ^^Y  mettant 
n+m  à  la  place  de  Af  on  aTéquation 

fx^'^^dx  (  a  +  bj^  y 

dans  laquelle  prenant  la  valeur  du  damier  terme  intér 
gral,  et  rendant  n  négatif ,  il  vient 

aCi — n) 

Substituant  succesâvement  — >it-|-in ,  — -n+s'''»** *  •  •  * 
-^n+imk  la  place  de  — n,  il  est  évident  qu'on  aura  une 
suite  d'équations  semblables  à  celle  (i55),  etremon* 
tant  par  des  substitutions  ascendantes  de  la  dernière 
équation  à  la  première  ^v  il  viendra  pour  la  valeur  de 
fx^^dx  (a  +  baf^y,  une  suite  de  termes  variables  , 
dont  le  dernier  sera  atfecté  du  facteur  intégral 
fxr^^^dx  (a  +  Ibx^y,  d'où  dépendra  l'intégration 
demandée.  Donc  on  pourra  toujours  ramener  Tintégrar- 
tion  de  la  formule  proposée  à  celle  de  ar^dx(a'^bx^y, 
tant  que  n  —  r  sera  multiple  de  m;  même  condition 
que  celle  de  l'article  & ig.  , 

2a5.  Si  nous  faisons  dans  la  formule  (i55)  n  =  Sf  » 

m  =  a  et  p  =  -^  ^  ^  il  est  évident  que  le  dernier  terme 

intégral  s'évanouira ,  puisqu'il  sera  affecté  d'une  suite 

de  facteurs  teb  que  ^  —  1,^  —  a....,  parmi  lesquels 

^  a  y  en  aura  un  qui  sera  =  o  ,  puisque  par  hypothèse , 
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to*tlttâ  SEtfLS  Tj^AUtLfi;  SoS 

9  ta!  an  wombr%  entier  et  poiftif ,  Ainii  la  fbrmide 

•y        ■     a (a) 

i'mtègre  hûttédutement  ^  oe  qui  an  reste  est  MAmL 
de  so'i^ême  ,  puisçjae  cette  rormale  est  dans  le  qua** 
trième  cas  d'inUgratiOttkilniéâiaté  (art.  al^).  En  eflFec- 
tuant  lee  eattsU  iodiftiisf par  féiftiatioa  (i  55)  et  ce  (}iii 
est  dit  à  k  toite  dans  l'article  préc^nt  »  on  a ,  tontea 
rédû^roiis  faitei  ^^Véquation  générale 

J  x^Vff^^^^        3.5.7...  ag-iW 

•^  ^1+ cfùfirt. . .  .(i56) , 

deofl  hqnelte  les  rijpief  aupéiieaw  dont  pdnr  le  eàâ  èê 
h^  positif ,  et  les  iofiirteirrv  pour  le  cas  cootrake; 

^*ânt  aÛ  fiAccs"  tOr  W. . . . ,  ils  remplisseùf  lëi 
mêmes  fonctions  que  les  analogues  de  la  formule  (i5p). 

ûà6.  Cependant  Tintégrale  donnée  par  Téquation 
<i55)  eét  fausse  lors^ve  ii=iii ,  p>uîsqu*a)ord  le  déno^ 
minateur  du  second  membre  est  s=  o.  Cherchons  ^onc 
)ui  autre  moyen  pomr  intégrer  '       r 

x-'dx  (a  +  bx^y (a). 

Afin  d*y  parvenir  ,  faisons    a  +  ix^  =  J^"*>  d'où  x  am 

^  «\f/ir  ^X  d  .  l  {y^^  a)  ^'"^^ , 

jc  m.  ^-^  r         *#m ^* 
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3o6  IHTBGRiTlON  DES.  FONCTIOirt 

Or,,cette  dernière  formnle  différentielle  rentre  dans  !• 
cas  général  traité  à  l'article  1118 ,  et  pouira  se  ramener 
i  riqtépatioB  de  ydy  (y-a)-,  si  W+^^-^-r 
Ut  on  nombre  entier  et  positif  (  art .  ^  13  ); 

Supposons a=  i ,  b  :^—  i  ,msst  a  etp  =  —  i; 

dx 

ce  qui  réduit  la  formule  Ca)  k  celle  ■,  et 

•a  transformée  (b)  à  la  fraction 

*  dy    dy  dy  dy      ^ 

7^"    C'-hy)  o-ry)*    »o+y)    aO-j>*  ' 

dont  l'intégrale  «st  . 

et  mettant  à  1%  place  de  jr  sa  râleur  V'  1— vjb*  ,  on  a 
r_/ !L- — ~,+con3t..-.(i57). 

skay.  n   est  clair  que  l'intégration  de  k  formule 

dx  ' 

,  oa^  ce  qui  est  la  même  chose ,  de 


•— ==  (*) ,  dépend  d^  odle  (i5y) ,  puisqu'elle 


(♦)  En  effet,  V^a«— ^«x»  =s«  |^  1 ^x«,  etfUsaiiixs=:>  r, 

«roîi  xr=T^i<«:  =  j^,  x*f+'  ==  l  ï  )  .    T       »  ^'^ •**'* 
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:      B'VMS  0ËOLE  TAltUBU.^    .  80^ 

dépend  de  Tintégratioii  de  x-^^»+^ctt (i  —  a:*y"* 
^trt.  âd4)  »et  que  q  étant  un  nombre  entier  et  por 
•îtif  ^  de  mime  que  i  qui  croit  comme  la  suite  natu*-. 

rdle  des  nombres  i«a,  5 ^  il  viendra  après  un 

nombre  <7  de  substltutictes  successiTA  (art.  aa4)  »  <=9  > 
€e  qui  réduira  la  formule  difFérentieUe  précédente  i 
celle  dont  Fintégrale  est  donnée  par  Téquation  (i57).' 
Faisant  les  calculs  indiqués  à  l'article  as4>  ®^  mettant 

i  Ja  place  de  /       .,■     -^  sa  yaleur  [éq.  (iSt)]  »  on  a  ' 
xM-»^ir=rï:  aça:»*     LT     a((j— x> 


(aiy-S)x«M  .  3x^[o-i 


fl(<^— a) 


f 


^^ 


•+ y  I?        — 'J '  —^ f-con8t...(i58), 

aa8.  Demême  l'intégration  de  ar-^£4r(a*+i*:c*)'r'i 
ou ,  ce  qui  rerient  au  même  i  de  ar^dx  (i-J-x*)~'  (*)  , 

dépend  de   ^:flle    de     ■  dont   l'intép-ale   est 

arc  (  tang  =  x  )  :  car  on  peut  toujours  faire  dépendre 
Tintégration  demandée  de  celle  de    •-  _ 

sr^r^dx  (  1  +«•)-« (a)  (ar^a4)  :        ,; 

or  »  1;  étant  toujours  supposé  un  nom^e  entier  et 
ppéitif,  et  ».  craissant  comme  la  suite  âatui-ellè  des 
jiombres  1  ,  a»  S. ...  ^  â'  est  clûr  qu'après  un  nombres 
^  de  substitutions  indiquées  à  l'article  aâ4>'la  qtMvdté 
différentielle  (a)  ia  réduira àcelle  de  d!!r(  ï+a*y^.  ^ 
j  '  .        ^^^ 

'  (*)  Ce  qtiî  «e  «lëmOBtte  par  lUi  ri^tQnQ«inmt  analo^^ot  à  ctliu 
inà  Ttwm  de  TarCicJe  pi^cédioc. 
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0o8  iKXÉGiMiinoll  0tts  rdtfCTibiis 

C«8  diffécens  calculs  doi^aent  giiaéralemeac 

. . .  .:;rx^ J±  arç  (taoj^==x)  +  coBit. i • . .(169)^ 

hif  épiti  idpjriëiitk  Jf  ^  é%i  un  homtff e  piur  »  1m  iofe- 
rieuri  dân^  Mèis  çôntraife. 

aag.  ÈnEfi  rin^égration  <ïe  dr^f-^0(ir(a»+A«x«)-«, 

dépendant  de  l'intégration  de  ir*»^'-Hai^  (  1  +  je»)-', 

dépendra,  après.  unri^onÀre  f  desnbstitntioûii)  de  Yh^ 

doc 
tégratiôn  dé  la  f enhnle  —7 r— -Tx  ^  ^s^'  da»s  le 

quatrîènie  cas  de  matégratien  îtnmMxte  (art.  i^ i4)  / 

et  dont  l'intégrate  est  /  ^JLg=ï.  Faisant  kà  calculs 

indiqués  à  l'article  aa^  ^  nous  aemnt  de  la  forxnole 
(«S8)  dtt  ibétté  Ai^lè  ;  hottaf  trofayôh*' ' 

les  signes  sjffiérieuf  s^  si  ^  est  un.noviteâ.ptîr^  les  in- 
férieurs dailpe  cas  contraire. 

iiffS^  Idi..  réduction  de.  FistégmlMMi  de  la  fbrttnh 
$^dat>(^a^lKt^y,  4aaahqMllèp  représeote  un  nombre 
^«etionnair^  >c  t  v  ^  céU©  ^  sd^  (a  •+-  btj^y^,  q  re- 
pré^entantl^pkls  gvaikl  nombre  enëei^  contenu  dadi  ^ 
£art.  aaS}^  augmenterait  l'eiqi^osantde  la  différentielle 
9^  l'intégratioA  de  Usuelle  çn  rapporte  celle  de  iapro* 
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jD'CNE  SEULE  VAnikBlAL  3o9 

posée»  A  p  était  négatif»  ainsi  que  nous  l'ayons  déjà  re- 
marqué à  fartide  oa4  7  "'^  ^1  ^^^  ^^  d*t>bvier  i  cet 
inconvénient.  En  epTçt ,  (d'après  la  réduction  eo^ign^je 
â  l'article  ùsS ,  on  pent  toiQours  parvenir  à  l'équation' 

/<ifaX?+i:0''  =  X+i/x«<te(a+6x-y-^..  .(a) , 

•n  représentant  par  X  une  sui^e  de  ternies  v$iriables 
qui  ne  sont  pas  affectés  du  signe'  d'intégration  »  et  pat 

•j-  njçL  jCQfi^t^t  constant.  MettantcUns^c^e  éqmr 

tk>n  (o)  p+  9  i  la  place  de  p»  et  prenant  ensuite  la 
tdeur  dvi  detnier  terme  intégrif^  on  a 

et  rendant  p  négatif^  il  vient  enfin 

Aqaation  danft  laqueHe  l'exposant  du  binôme  du  der- 
nier terme  int%r^  |)>st  j^  iga'ane  fraction  nég^* 
tiYa>  an  lien  d'être  une  qul^ltité  fi^ti9n94x;e  >  1  et 
B^tiy^» 

n5i.  D'après  la  réduction  que  nous  venons  d'ei^seh 
gner ,  et  œHe  de  Fadicle  fli8  ,  on  poiitra ,  en  repré- 
sentant par  17  un  noii[ibre  entier  et  positif,  réduire  Vin- 

JtégmtioA  de  4a  fonnide-   ■  '  m       v.  i  ou  ,  ce  qui 

(a*— t'a:»)    ^ 
eet  la  mAme  choseï^  de 

(a) 


Digitized  by  VjOOQIC 


8lO  INTÉGRATION  J>ES  FONCTIONS 

k  cdle  de      dont  l'intégrale  est  are  (on  ss  x)* 

En  effet ,  la  réduction  de  l'article  précédent  rédint 
Tintégration  de  la  formule  \a)  i  celle  de  ^» 

tft  la  rédaction  de  l'article  fii8»  réduit  llnt&gration  de 

dx 
cette  dernière  formule  à  celle  de  ■,  Mais  cei 

deux  réductions  peuvent  s*opérer  en  même  temps  par 
le  mojen  de^la  formule  générale  que  nom  allons  dé- 
montrer ,  et  qui,  coBBne  nous  le  Terroi;^  après ,  sert 
a  intégrer  beaucoup  plus  TÎte  plusieurs  autres  formules 
différentielles  binomte,<|^e  le  concours  des  médiodes 
enseignées  aux  articles  si8  et  a3o. 

Différçntiant  la  formule  c(f^^{a+  baf^.  divî- 
tSant  la  différentielle  par  n+  i ,  prenant  la  valeur  de 
«•^^dlr(a-f-*a:*y^*  et  intéjgrant,  on  a       - 

"  hmp      "^--^/^Ca+fc^^y (*). 

Substituant  succesnvement  n+m ,  n^+^n^.  •  • .  •  n^im 
à  la  place  de  n  ^  et  p—  i  ,p  —  d  »  p— 3* .  •p— i  à  la 
place  de  p  »  on  forme  une  suite  d'équations  sem- 
blables à  celle  (&)  »  dont  la  valeur  du  dernier  terme 
sera  donnée  par.  l'équation  qui  suit  immédiatement,  et 

ainsi  de  suite. 

•' 
On  aura  donc  par  des  substitutions  successives^  et 
opérant  d'ailleiirs  comme  à  l'article  ai8^  l'équation 
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P^un  SEULE  TÂRIABLi:  3n. 

y3c^*"da?  (  a  +  ix«  )^' 

"^  (A«yp(p-0--.Cp-(i-0) 

Xj(a+ix-yL-HT-  -  (i+n+m)(a+Ax-) 

— /r»i£r  (fl  +  ior^y  >  +  contt 06a); 

dans  laquelle  i  est  on  nombre  entier  et  poaitif  . 

Des  denx  signes  qni  précèdent  le  second  membre , 
le  sopMenr  est  pour  le  cas  de  ffioml^re  pair,  Tinfé» 
rieor  pour  le  cas  contraire. 

Appliquant  aamtenant  cette  formde  i  Tintégialion 
^e  celle 

.(a). 


(i-x-) 


3 


dx 
éipA  doit  se  ridnire  àrintégration  de  ^  >  ^  f*°^ 

comparer  cette  demiire  fbrmnleà  cèle  afdx(a+bû^f^ 
ce  qni  donne  m  =3  a  ,  ncso  ,  a s=:  1  ,  frss  —  i', 
p=-^|  :  comparant  ensuite  la  formule  prqiosée  (a) 
à  celle  af^^dx  (a+bafy-^,  on  a 

n-f>iijs=n9,    d'où    i=ç. 

Substituant  ces  talenrs  dans  l'équation  (  16a  )  ,  i) 
jCMt  d'abord  visible  qpe  le  facteur  constant  en*  defaort 
des  accolades  est  toujours  =  1  ^  et  il  vient ,  toutes  ré«^ 
dnctionsfattes,  / 
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3i>  IRTéGmATlOU  DB3  FOU CtlONS 


0— *0   " 


©e  cette  dernière  intégrale ,  on  dédaira  auu  peine  celle 
^  a^^,  »  ™ui"  laqtaefle*  reprétante  on  nombr* 

•ntier  et  potitif ,  poiapu»  ^f5'j^\'7.'^^«,«t  qu» 
•MMéipeauaent  on  pe«t  runener  llnt^r^on  de  cette 
dernière  formule  à  celle  de — -— î (art.  213). 

,      Faisant  les  cali^  «idîqiiisiar  J«  formule  CiSo), 
on  a 


«1 f  1  mVa? 


/; 


c(c— i)(c— à), .'. . .  i.a*  I      .       ay-t 


+4;(9ut. {^4^. 

Il  n'y  a  pln«  qu'à  mbstitaer  dans  cette  équation  la 
▼alew  do. dernier  tewiie  intégrai  qui  oit  donnée  par 
l'équation  (i63).  .  ^ 
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D*UNE  SEULE  TARIABLE.*  Si3 

H  est  clair  que  h  ronnule —  ne  peut  être 

intégrée  de  dette  mimitee  »  puitqu'cm  a  ^âllSÎII^ 
=:  an-nombre  i^ptif  <t-^.  Xaift  on  pounnit  ramener 
Untégration  ^e  ■    in     ^^  ,  dont  ftflté^Mlé  est  don- 

née  par  l'écpetion  jC^SS)  #  à  céUe-de  la  formule  propo- 
sée, puisque  fiC^2Mll£i~c  <art.  a  19^.  I>*ailleurs, 

la  difTérentielle  binôme  précédente  est  immédiatement 
intégr|]]|le  ,-p^iûfqa*4fle  1^  tee«fie  daAs  ie  i|uatrîème  cas 
d'intégration  immédiate.  En  elEst ,  on  a  ii  =  119  —  se, 
m=a,p=— ^-*î,  donc 

fiSa*  Pfi  fmt  .enfîire  AW^mt  «rac  siicoès  b  fer- 
mule  (1 6d}  i  l'intégration  de 


<i+^)^ 


(û) 


en  la  samenant  &  celte  de  -  ■  ,     -  4ont  l'intégrale  est 

arc(tang?=4p)  [art.  1063*  ^  ^^^<  comparant  la 
première  .de  ces  différentielles  binon^es  à  celle. .... 
a*^"Viap(a+^4^H^  etUaeco^^  àceHf  aP4i<«+î«")^ 
on  a 

p^izp  —  q,  n  =  0.,  p:;::—  1; 

donc  i  =  au  nombre  entier  et  j^itii  17  —  1 .  Siibsti- 
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5l4  HffÉGEÀTlOfl  DES  POHCTIOIIS 

tuant  ces  yaleiin  dans  Téçoatioa  (i6d)  i  on  a  »  toutes 

rédactions  faites ,  , 

J  O+a:»)» —•*-'. ï.a.3 (^— Ot 

"~r+^L*       5  i+a*"*"37S(i-Hx')» 

n  est  clair  qu'on-peut. toujours  ramen#  rintégra- 
*»o»  d«  7 — r-rsÂï  *  celle  de  7 — r-:^  par  le  moyen  de 
la  formule  (i5o) ,  puisqu'on  a 

ns=fl(9— -i),  fit=a^  r  =  fl(q  — c)r 


donc 


(=^=*^-^' 


qui  e$t  un  nombre  entier  et  poritif  (art.  1119)  ;  subs- 
tituant ces  valeurs  dans  réguation  (i5o)  ;  ensuite,  ren- 
versant Féquation  résultante ,  afin  d*itToir  la  yaleur  da 
dernier  terme  intégral  ;  enfin  substituant  â  la  place 

/jpKf— 0  dx 
■    L   sa  valeur  donnée  par  l'équation  (i65)  ^ 

on  a 

*x*Cf-<)<ir  _  1.3.5.  ...(ac  — 3) 

(1  +x»y  -  (a(7— 3)(a^5). . . .[a(7--c)+ii 
vJ      ^>5-;(^?-3)     farcftang^x) 

V    "^3  i+x^'^S.S  (I  +a:*)* 


./î 


••  '  •"'■  3.5 (39  —  3)  (  1  +  «•)'-^/J 

•^const (i€6). 
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b'une  seule  variable.  Si 5 

JMettantdtfis  cette  {ananUg+c  à  la  place  de  </ 1  on  aura 

l'intégrale  de  la  différentielle  binpme  r— r — rr-rr* 
Si   c±qf^    il   est  cl#ir  qne   le   facteur    général 

deviendras  i  ;  on  aura  donc 

/"     dx  i.3.,.(a£î— 3)     r      ,^      _    . 

1+  «•  V^  "''  5  1+a:*  ''"  575  (i+x^/ 

X[^i  +  ^  +  ^. . . .+ ^^]  +  conat. .  .(167). 

Nont  tronveron»  ji  l'article  n^s  une  intégrale  de 

dx  • 

j  ,4,  yftNf  ?<ù  sera  beancoop  plut  simple  et  commode 

que  la  précédente. 

aSS»   Les  intégrations  des  fractions  différendelles 

a^dx          a^dx            af<^^dx  ,,    . 

— ,  • —  et pouvant  touiours 

jktre  ramenées  i  ceUede  ■  doçtnonssavonsqçe 

l'intégrale  esf  Z (xdz  |/î?+T)  [éq.  (i38), art. 307] , 
on  pourra  trouver  les  intégrales  de  ces  trois  formules 
de  la  même  manière  que  celles  qu^  nous  avons  pbtennea 
kux  articles  âao  et  s&i  [équat.  (iSi),  (i63)  et  (i64)3* 
D'ailleurs  les  intégrales  de  ces  trois  formules  prises  avec 
Je  signe  négatif  sous  le  radical ,  sont  les  mêmes  qi^ 
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5l6  INTiGKATIOII  DES  FOKCTIOlfS 

celles  (i5i)  ,  (iSS)  tt  (164)  divisées  par  |/—  1  ;  c^ 

par  exemple, 

ù$4.  Parmi  les  Afférentielle^  Iwomef ,  non^  consiT 

durerons  encore  ceUe^^^-— dont  les  deiuç  termes 

sons  le  radical  sont  yariables,  <5t  dân»  laquelle  noQs 
considérerons  Te^^osaot  m,  coinrae  nn  nombre  entier 
et  positif. 

Ecrivant  la  proposée  sous  la  forme 

Jd^dx 

V^l/Qx-xx) ^'^' 

Bons  ferons 

*=J':f-3y,     d'oà    da:  =  dy, 

et  8nbstituantcesvaIeur8dan8laformule(a),nous  aurons- 

Or .  Il  étant  un  nembie  entier  et  positif,  il  est  clair 
qu'en  développant  le  numérjitéttr  de  la  fraction  (ft), 
nous  aurons  un  nombre  n-4-1  de  termes  d^j^entiels.de  la 

*^*™®  l/fB-^v^S  ^*  '^^*  «aToni  Mîtégrer  #oit  dans 
le  cas  de  m  nombre  pair  [^quat.  (i5i)^  art.  aflol , 
soit  dans  le  cas  de  m  nombre  impair  f  équat.  (iSS), 
art.  aaaj.Aioaînons  pourrons  toujours  trouver  de  cette 
manière  l'intégrale  d»  la  transformée  (è),  et  par 
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ooaajqmnt  de  la  proposie  (a).  MabilMra  ploa  ilégao», 
•t  en  même  tempt  pjliu  conunode  de  troarer  1  utésrde 
générale  de  la  formule  proposée.  C'eet  ce  dent  noM 
allons  noQs  occnper. 

Soit  fakpour  nmpE&r,  j=î!fl<; omettons i l'écart 

1«  facteur  cdaàÈmt  pj  de  U  {bnauU  (fl^iûà*  aew 
reste  donc  plus  i  int^er  que 

et  chéarchant  tf^rd  à  réduire  Fiatégraliott  de  cette 
lormule  à  ceÙe  d>no  autre  fqnpuîe  {dus  simple  ^  itow 
noua  8crviro|i8  ^e  la  méthode  fx^eicnWtjà  rârficle  317. 
Amû,  d'après  cette  méthode  noui^ifféreiitieroxis  U 
formule 

dani  Iaq4e!M#vet^'8ôtft  ^eé  ijowfan^eô  matél'ef^ 
ce  qni  nous  donnera 

'e  '  "       ■  ji  rrr 

Or  l'exposant  de  3t  étant  plni  grand  dans  le  dernier 
tenue  différentiel  que  dans  le  précédenf ,  c'teft  le  fac 
teur  vâriaUe  qaë  aous  eomptfreroût  afec  la,fonnnfc 
dIfférentieDe  (c^ ,  ce  qui  donne 
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5l8  «TtoRATlOW  DES  tt^KCTlON^ 

Sobttitoant  ces^raburt  dam  l'équation  précédente  J 
divisant  par  •  +  ax  (=  »)  ,  isolant  k  dernier  terme 
at intégrant,  il  riant 

c  ^^ 

jxr'  t/(flC3g-3:g)+c(an-0yjc«^>Acfflcjvxa;r^ 
^ J^ '      ■      ■   ^-  .>>.(d)- 

Substituant  succesriTement  d^ns  cette  dernière  équa- 
tion »— i ,  »— a •  1  4  la  place  de  n ,  on  aura  une 

Buite  d'équations,  compHse  ceUe^a),  qdiauront  chacune 
pour  dernier  terme  le  premier  membre  de  Véqtu^tion 
immédiatement  suivante  ;  donc  pal?  'déf  substitutioià 
4x>Btinue8»  et  faisant  attention  que  n'étant  un  nombre 
entier  et  poâttf ,  le  dehiicr  terme  de^làrf**»^  équation 

"^^  ^/TT^^  ^^' ^'^^Srale  est 

,:  ^•~(*^«'=;)c*qnat05^),art^  ;^ 

on  parviendra  i  l'équation  génjêrafe       ^  ^"  ' 

_x»t/(ac3>-^)ri       (an— ;>c     (fl7^^^Xan~3)c> 
n^      n^x  "^(n— 1)  x«  +  (/t.--î)(h— a)x» 

■  •  •  ' ;^    (/»~i)(n^a)..,i.x»    >^^^^ Ci68). 

.    a35.  Considérant  maintenant  les  diSBkwtidles  poly^ 
nomes  généralement  représentées  par  Ja  formule  - 
^dx  (a + ix-+  cx«». . . .+  «ifiy .  :  [  (ie^)  , 

d^  Wqueîré-'/rf  tn   «t  ^  $oût'dèr  ûoifabres*  entieii 
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D'CTlfE  SBWLl  TABIABLE;  Sxq 

Jfdatàb;  et  p  fr^ctiomuàre  ou  négatif  ,  perchons 
pir  notre  méthode  enseignée  à  l'artide  1117 ,  à  remenef 
l'intégration  de  cette  formule  i  des  intégrations  plu| 
iîmples. 

£oit  donc  dilFérentiée  la  fE>rmttIe 

a?*(  ir-f  ftx* -1-  fctf"»)'^^ 

dans  laqueUe  #  et  a  sont  des  constantes  indéterminées  ; 
ce  qui,  en  représentant  par  X  le  poljnome  compr^ 
wtre  parentliéles ,  donne 

mais  X^=(a+ix»...+tx»-)X^"\ 

donc    rf.«*X^=t:û*a:*^*ir+iWx'^-^'''**dSr..., 

et  réduisiditàva 

^  Or,  TexposcAt  de  a?  dans  le  deniier  terme  de  cette, 
équation  étant  le  plus  grand ,  nous  identifierons  le  facr- 
teuryariable  de  ce  terme  avec  la  différentielle  poly-' 
nome  proposée  (i6j) ,  ce  qui  nous  donnerales  égalités 

^4"^  —  *=»    tt    A  — issp, 
d*oè       «r»ji-4*i~^/n    et    Kzszp+i.  p 

Snbitîtaant  ces  yalfurs  dans  f équation  O/o^^  isolant 
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kdemcir  t^m»,  iotégrairt  é«  npctJwMltsat  par  À  |  B  ; 
C. . .  .Q  ks  eMffieieiu  c«n*etM/ «•• 

4.  CA--*^Aa»  4-  D/a%'-*"ii£». . . . . 
. . .+ Q/i^-dicX'+  ooiut. . . , . .  ,.(171)  j 

t 

4oDc  U  foifnùm^  X  étant  du  d^é4im,mrepfkm* 
haït  la  {dus  petite  paùpaiiM  da  4;,  Fiii«égi«tioii  de  le 
Àfférentielle  poljrnome  a^dxXP  déptoibe  de  q  intét» 
grations  infkîeares ,  ce  qui  ayait  déjà  été  remarqué. 
Hais  et  qnnera'paa eittfl(r«r  été,-  du  motkis  i  ma  con-* 
naissance ,  c'est  qu'on  peut  faire  dépendre  Vintégra* 
tion  en  qnettioi^  éè  q  itftégratio&à  iùfétiéuYes  à  ceÙes 
marquées  dttU  îà  ttmmA%  (171),  et  donf  Ù  plus  infè^ 
rienre  est  de  lè'finne/x»""iî»^)"yiaX''i  etfneprenatft 
P^  C7+r)''»>  '»•  ÊVi  effet,  chacune  des  int^rales  de 
réquatioaCi/i^pOilâdéeée  p«tticuliërémMf  >  dépend  , 
comme  la  priocipale  /de  9  intégraiés- qui  lui  sont  infé* 
Heures»  et  qui  par  coûïé<j(trént  sont iiiférièWes  â  celles 
qui  leur  correspondent  dans  réqu4tipi^  fy^J^'Y  Pav 
exemple^  faf^dxTif  dépend  de  ç  intégrales  dont  les 
.  fl*«- 1  premiéies  sont  les  ^  -^x  deiuiUM8  de  l'Aonrtioii 
(r^),  etdonthtdétniètôeSt/x'-HM^j-j^X/^;  Dem^mc 
la  dernièrt  intégrale  doi^f  dépend  ceUe>f-:f^dL»J^ 
yx"-(f^)»*^  et  ainsi  (de  suite.  Donc  00  pourra»  par  d^ 
•fibstitutÎDns  ^tfcdëétfVèS^  pàtt«hif.  à  une  dateur  ds 
flâ'dxitPm  càiùpàiiti^  de'  if  kifé^àles  dpnt  la  det- 
iltère  sdra  yx*-Cf-K)^îfcrX^,  et  popxxi  p»"  conséquent 

être  fSxiXf  si  n  est  multiple  de  m,  et  si  —  >•  o ,  puis- 

qu'alors  iaisadt  r«:^  ^  ^,  l'expéséif «  :f  danâ  î«f 

V'  '    -    '  "  '  '  -  ••  dernier 
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D*ITNE  ^tLlf  VÀniAiLE.  3fl| 

dernier  terme  intégral  s'oyaiioiût.  EfolakeiesopB  ceci  par 
un  exemple. 

Soit  propoeé  de  réduire  Tiatégration  de  la  différen-* 

tielle  quadrinome 

-^1^ 

aux  intégrations  dei  trois  différentielles  quadrinomes 
ofù  le0  exposans  de  xen  dehors  da  lien  de  la  ptussanee  ^ 
•diant  les  plds  petits  posttUes.  • 

Pfous  ayons  dans  cet  exemple, 

{ii=  lo,  a=i,  i=i,  c=ii,  d=i, 

m=fl,  9  =  3     et    p  =  ij (a). 

Ainsi  représentant  toujours  par  X  le  quadrinome  sous  le 

lien  de  ]a puissance  |  ^  et  faisant  attention  que  —  {=:  au 

nombre  entier  5)  est^9(=33),  nous  en  conclurons 
que  rintégmtioo  demandée*  pourra  se  réduire  à  celles 
des  formules 

oMxX^,    afdxTC    et    dxX^. 

En  effet ,  comparant  Téquation  (171)  avec  cjelle  (170); 
on  Toit  d'abord  que 

#(=1^1  — m9)=5    et    A=i-tp=î, 
donc       ^^ 

A=— î— =  —     B  =  îi-:^^^^— =  — 
m+qmx       14*  êf'^'qmK  14'  / 

tt-t^qmm  14  tt-^qmm  ijÇ 

Substituant  ces  valeun  numériques  de  A^.B. . . . . . 
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8âS  IHTÉGaATIOR  DES  FONCTIOn» 

dans  l'équation  (171) ,  on  a 

— i/aAirX' (i). 

Actuellement  toutes  les  constantes  de  afdxTC  étant 

1. 

les  mêmes  que  celles  de  x^^dxX^ ,  excepté  n  qui  sa 

rédiût  de  10  à-  8  ,  ce  qui  donne  «  =  3  ;  il  est  plair 

qu'on  aura  la  valeur  de  fjfdxlC  en  diminuant  du 
nombre  a  tous  les  dénominateurs  numériques  ^  ain» 
que  les  numérateurs  des  coef&cîens  des  intégrales  in- 
diquées ,  et  les  exposans  de  x  dans  Véquation  (b)  « 
ce  qui  donnera 

fa^dx]d=^o[?X^^^fofdxlè^^fx^dx7} 

—  J^fx^dxjà (c). 

Faisant  les  mêmes  réductions  sur  cette  dernière  équa- 
tion que  celles  opérées  sur  l'équation  (&)  pour  avoir 
celle  (c) ,  on  aura 

fofidxlè  =  ^  xlC  -^^fx^dxX^^^fx-daJC 
-^fdxX^ («2^ 

Substituant  cette  valeur  de  fsfdxlC  dans  réquation 
ip) ,  il  vient 
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t>*UNE  SEtJLE  VARIABLE.  S'jS 

1 
Enfin  substituant  la  valeur  de  fj^dxlC  [équat.  (e)],  et 

celle  de  fafidxlC  [  équat,  (d)]  dans  Téquation  (i) ,  on 
a  pour  équation  finale  et  demandée 

+  ih  f^dxX'-  jfe  fdxX^+  coMt. 
m36.  Lia  differeutielle  trinôme 

dontrintégration  ,  d'après  ce  q«e  nous  avons  démontré 
plus  haut,  dépend  généralement  de  celles  de  deux 
différentielles  trinômes  inférieures ,  jouit  de  la  pro- 
priété d*avoir  son  intégration  qui  ne  dépend  que  de 
celles  de  différentielles  binômes,  i®.  lorsque  n-f-i 
est  multiple  de  m;  en  effet,  faisant  x*=^-|- ^, 
/étant  une  quantité  constante  indéterminée  ,  on  aura 


et  dx=l^(y  +  i^r^^dy.        ' 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée  (17a) ,  il  vient 

Biais  puisque  i"  est  indéterminé ,  nous  pouvons  faire 

i+;ïc/=o,    d'où    /=:=  —  —. 

ne 
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Sa^  INTÉÔÉLATiOrf  DÉS  roNcnoKs,* 

ee  qui  réduit  li  transformie  précédente  à  la  formnle 

(y-ir  *c(-i)+^j 073). 

qifi,  loTigujè  ^^  éirt  un   nombre  entier'et  poéîtif  ^ 

donne  par  le  développement  du  facteur  qui  précède  dy, 

un  nombre de  différentielles  binomea  à  intéerer. 

m  ® 

a*.  La  différentielle  trinôme  (17a)  est  encore  inté- 

grable  par  Ut  intégr<âtions  de  différeatidlei^  iHnomes 

-  (/i+a7np4-i+m)  . 

iorgqge^^-'  ■' ■  "'  est  ^^  nombre  entier  et 

positif.  En  effet»  multipliant  et  divisant  la  formule 
{17a)  par.  a:*"'^et  faisant  a:*"±=^-f-^>  ^  représen- 
tant une  constante  indéterminée  ^  on  à  ^  toutes  réduc- 
âons  faites,  la  transformée 

r£f±îtt±î±s2 
«y±^__I dyj:(c  +  b^  +  aS-) 

A  puisque^  est  indéterminé  y  on  pourra  faire 

i  +  aa<r=:o.    d'où    ^z:^ , 

aa  . 

ce  qui  rëduit  la  transformée  précédente  à  la  formule 
différentielle 

dont  ]e  développement  donnera  une  suite  de  différen- 
tielles binômes  algébriques  à  intégrer ,  pour  avoir  l'inté- 
grale de  la  différentielle  tiinome  proposée. 
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D'UNE  SEVLE  TARIABLE.  3a5 


CHAPITRE  II. 

De  V intégration  des  fractions  diffèp^ntieïles 
rationnelles  et  algébriques. 

Xi  OC6  avons  fait  voir  dam  le  chapitre  précédent  qu'cp 
peut  intégrer  tous  les  poljnomes  algébriques ,  lorsqpe 
les  termes  dé  ces  polynômes  sont  sans  dénominateur  ^ 
ou  que  les  dénominateurs ,  Vil  y  tn  a  ,  somt  n^onom^f:; 
mais  relativement  ^nx  fractions  différentielles  algé- 
briques rationnelles  ou  irrationnelles ,  dfins  lesquelles 
^  les  dénominateurs  sont  des  poljmomes  y  nous  n'avons 
donné  des  méthodes  d*inté^ation  que  pour  des  cas 
particuliers.  Nous  allons  ,à  présent  examiner  les  cas 
généraux  d*intégratioo  ,  d*al^rd  des  fractions  difie- 
jentielles  rationnelles  alj^ébriques  ^  ce  qui  est  Je  suj[et 
de  ce  chapitre  ,  et  Unsuite  nous  examinerons  dans  lé 
chapitre  suivant  l'intégration  des  fi^attionsâifPérentielIes 
irrationnelles. 

337.  Nons  avons  cqniacré  tput  le  chapitre  XVII  de 
notre  Algèbre  à  prouver  ,  i*.  que  toute  quantité  frac- 
tionnaire et  algéM<iMi<f>qiiyiMit  iU9  xédi^  4  fm  pHt9 
contenir  que  des  entiers  >  et  nne  fraction  algébrique 
rationnelle  de  la  forme 

(Far) ^^Vx^ffa^ +/xr-t 

(jpx) a-f-  bx  -f-  cjc* -f-ra;'      * ***^  ^ 

t  fbrm.  (ao5)  de  YJlçèhe  3. 
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5aG  INTÉGRATieN  DES  FONCTIONS 

a*.  Qu'on  pouvait  par  des  moyens  purement  algé- 
Imques,  dépecer  cette  fraction  en  d  autres  de  la  formé 

A  ] 

ic+exyf  ,     > (*)    V^* 

en  représentant  par  n  un  nombre  plus  grand  que  l'unité, 

afin  que  les  deux  racines  rx  —  — h  -  V^  ^  —  ^^  ^^ 
*  n        n 

trinôme  sous  le  lien  de  la  puissance  p  fussent  imaginaires. 

Cela  posé,  considérant  i*.  que  la  première  fraction 
du  groupe  (b)  peut  être  écrite  ^us  la  forme 

A  •     ' 

fi*.  qu*on  peut  écrire  la  secohc^  fraction  du  mém« 
groupe  (Jb)  sous  la  forme 

Bx/-'  +  Cx/-*.....+D 

<+')'  '' 

5*.  enfin  considérant  qu*on  p6Ut  d'une  manière  pi» 


[♦]  Wotii  omettons  i*  fraction  purtieUe  • V^ 

«.,.  --^  jt  -H  ^« 
'  n 

pou*  «Tony  consid^r^  ap  S  CCXLII  d«,  notre  Algèbre ,  pi^jee 
qa'tUe  n*ecc  qa*un  cas  particulier  à^  |a  ^miôre  de*  rrote  fractivoS 
en  (6},  ca  iaiiant  l'exposant  gcnénd  flu denominatenr  ;5 1.    . 
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D^UNE  SEULE  VàRIABLB:  Say 

Iâmpl6^  exprimer  que  le  trinôme  entre  parenthèses  du 
dénominateur  de  la  dernière  fraction  ea  (b)  ,  est  le 
produit  de  deux  facteurs  imaginaires  >  en  lui  substi- 
tuant le  polynpme  a:*  +  2qx  +  <7»  +  m*  qui  a  l'avan- 
tage de  toujours  donner  deux  facteurs  imaginaires 
x+qdLm  \/—  i ,  quel  que  soit  le  signe  de  q  ,  ainsi 
que  les  valeurs  réelles  de  m  et  de  q ,  nous  en  con- 
clurons que  l'intégration  des  fractions  diiTérentiettei 
Algébriques  et  rationnelles  ,  se  réduit  à  l'intégration  des 
trois  fractions  différentielles 

C^rf^ : '-''^''^ 

cTT^ ^'^^^ 

«bstractioB  faite  des  facteurs  constans ,  et  représentast 
par  k,c,h,petnàet  Bombres  entiers  et  positifs. 

s38.  La  première  de  ces  trois  fractions  (lyS)  est 
dans  l'on  des  cas  des  plus  simples  d'intégration;  car 
faisant  a  +  x=jr ,  d'où  dx  =  <fy ,  on  a  la  transforma 

^  dont  l'intégrale  est  -^  Tjf^Tyrsrî  «  *>»>«» 
•Stly  û  h=ii  (art.  9o5)  ;  donc 

aSg.  Faisant  de  même  e+x=y,  d'où  dx  =  djt; 
la  fraction  (176)  se  transforme  en  ceU« 

iy-eydy^ 


Digitizedby  VjOOQIC  ~ 


Zat  INTÉGRATION  DES  FONCTIONS 

dont  le  développement  donnera  un  nombre  c*f-  i  àe 
fractions  diflférentielles  algébriques  monômes  qu'on  sait 
intégrer  (art.  2o5).  Ainsr ,  substituant  dans  ces  c-f-  i 
intégrales  le  binôme  e+x  ila  place  de^,  on  aura 
l'intégrale  demandée  de  la  fraction  (176). 

suÇO'  Enfin  pour  intégrer  1^  fraction  (177) ,  nous 
ffcross  X  :=:zy  —  q  ,  d*oà  lix  =  c^  »  et  substituant  ces 
ir^eim  dans  la  fraction  (177)»  nom  aurons  celle 

illZSÏ^y (a),     ^ 

et  développant  le  numérateur  de  cette  fraction  ,  il 
viendra  un  nombre  ap-^-  71 -|-  1  de  fractions  différext- 
tielles  de  la  forme 

laquelle  «st  toujours  îmméAktetnent  întégrAle  ;  car 

si  /  est  un  nombre  impair ,  îa  fortmiè  (A)  éêl  dans  le 
^troisième  cas  d'iittégi^ation  imoiédiate  dont  nous  avons 

parié  i  Tarticle  !u3 ,  ^  si  i  «st  un  npQibre  pair  ,  la 
i&actbn  différentielle  (&)  e^t  immédiatenieQtJnt^able 
^ soit  par  le  moyen  dé  la  formule  (1G6)  [art.  aSiJ  si 
"  i<ap ,  soit  par  le  inoyen  4e  là  formule  (1Ç7)  [art.  s^SaJ 

si  i=  ap  (*). 

Exemple.  Soit  supposé  qu\Lijfi  des  fractions  par- 
fi^ellçs  d'une  fraction  tationaelle  qj^on  a  dépecée  y^e 

x^dx 
trouve  être  '^- ,■  il^S* '  ^^  demande    Pintégrah 

<  de  cette  dernière  fraction 

^  ^*^  ?  7'o"*  «ncore  miènx  se  «eiTir,dan$  ce  dernier  cas,  de  U 
Connule  (184}  ç(ue  aoiu  ddmoQcràon*  à  rartide  a4a. 


Digitized  by  VjOOQIC 


d'une  seule  YàRIABLS.  Saj 

Comparant  cette  fraction  partielle  avec  celle  (177)  , 
on  a 

d'où  »=i,    m*  =3. 

Substitnœt  ceê  ^enrs  dans  Téquation  (a)  ,  on  a  la 

transformée 

jy-lM ^'^y         ^^^ 

l.*intégrale  de  la  première  Ôe  ces  qnatre  fractions  est  . 
.celle  de  la  seconde  est 

[éq.(i65),  ^t^ajjl'inté^aledek  trolBième fraction  est 

^7(3^P3)  Cfonn.  (141^),  art.  aia]  ; 
enfin  celle  de  —  >   ,   ,   g  ^ ,  est 

Rassemblant  toutes  cas  intépaUs  ,  et,;Hiettant  à  la 
(^plact  de  jp  aa  vdeur  op  +  1  »  ,w  a  /  t^lites  r^iductio^s 
faites  9 
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241 .  Si  au  VicU  de  faire  correspondre  aux  Eactears 
trinômes  de  (fx)  tels  que  (a:^+^qx^q*+m*y  dans  U 

dépècement  de  la  fraction  .    ■  (art.  aSj)  ,  les 

fractions  partielles 


Kdx  * 

en  fait  correspondre  celles-ci 

(A  +  Bx)ctr  ( C  +  Dx)  ctr 
(x»  +a9x  +  9*  +  m»y  "*■  (x»+a<;x+^+m*y^i 
(Q  +  Rx)dx 
"'"x^+aqx+ç^+ni»* 

ce  qui  évidemment  est  la  même  chose  ,  alors  toute 
la  difficulté  pour  intégrer  les  fractions  rationnelles  , 
M  réduira  à  sàroir  intégrer  la  fraction 

(A+tix)dx 

(x»  +  açx-lr  ?•  +  m*y •  '  *  '^^^S;- 

Soit  fait,  comme  dans  l'article  précédent ,  x=3y— ç,' 
d*où  dx^=:dy,ee  qui  donnera  la  transformée 

Or ,  p  étatit  par  hypothèse  un  nombre  entier  et  po- 
sitif =  1  y  oa  >>  1 ,  on  aura  dans  le  prenûer  de  ces 
deux  cas  ,  l'intégrale  de  la  première  fraction  en  (a) 
qui  sera 

B., 

a '(J^  + m*)  [équat.O^S),  art,  aia]  , 

et  la  seconde  fraction  en  (à)  aura  pour  intégral» 
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-arc 


f tang  ='^Véquat.  (i 35),  art.  aoG]^ 


m 
ainsi  remettant  la  yalear  de  j^  ;=:x  -f-9  •  on  a 

Dans  le  cas  de  p'^  i ,  l'intégrale  de  la  première  frac- 
tioo'  en  '(a)  est  évidemment 

— ...(ft)[;éq.  (i4a),art.flifl]. 


Quant  à  l'intégrale  de  la  seconde  fraction  en  (a)  ,  elle 
pourrait  être  donnée  de  suite  par  l'équation  (167) 
(art.  aSa )  ;  et  7  substituant  la  valeur  de  y  =  x-f-47 , 
on  aurait  conjointement  avec  l'intégrale  (b),  cqJIe  de  la 
fraction  (179)*  Mais  à  cause  que  la  formule  (167)  esta 
double  série ,  nous  allons  chercher  une  intégrale  plui 
«ômple  de  la  fraction  (179)  >  ce  qui  nous  procurera  à» 
plus  l'avantage  de  beaucoup  simplifier  l'intégrale  (167). 

fl4a.  Soit 

(A+Bx)rfj i'+mx ' 


/< 


(or»  +  a(7X  +  9'  +  my     (  x*  +  29a;  +  <7*  +>n*)^* 

+  J  (x»  +  îa9x+9*+  m*)''-' ^"^^  * 

^ ,  •  et  X  représentant  des  quantités  indéterminées. 
DifTérentiant  Cf  tte  équation  (à) ,  il  vient  celle 

(A+Bx)dx  _  (âr-fA)Ac 

(x*  4. 2<7x -f-<7* 4- m* y  ~(x»4.fl9x+9*+m*>^« 

— .  (p— 0(J^+^>r)(Qx  +  39)&:  .,v 
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Faisant  dispar^tre  les  dénominateurs ,  passant  tous  les 
termes  dans  un  seol  membre ,  et  ordonnant  par  rapport 
a  a: ,  on  aura  une  équation  du  second  degré  qui ,  devant 
avoir  lieu  indépendamment  des  valeurê  de  x ,  ne  pourra 
généralement  être  satisfaite  qu'en  fiaient  chacun  des 
trois  coe/Hciens  constans  égal  à  zéro  ;  ce  qui  donnera 
trois  équations  du  premier  degré,  entre  m  ^i^etK,  d'où 
Ton  conclura ,  par  le  môjen  des  règles  de  Télimination^ 
les  trois  équations  ^ 

a  (p  —  1  )  m* 

Substituait  oes  valeurs  dans  Véquatio^  (a)  »  il  vient 
ceUa 

(pc*H'Qqx-^g*'^m*y  "^  ùQ) — i)  m^Çx^-haqx-^q^'hm^y^ 

(ap-3)(A--B<7)  r  ^  r,8A 

"^     a(p— Om»     J  (j[^+<iqx+q^+my-''  '  '^      ^' 

Mettant  successivement  p«-—  i ,  p—  a i  à  la  place 

de  p  dans  Téquation  précédente ,  il  est  clair  qu'on  aura 
une  suite  d*équatioos  qui  auront  chacui^e  pour  premier 
terme  ^  le  facteur  intégral  du  dernier  terme  de  l'équa* 
tion  qui  précède  immédiatement  ;  donc  par  des  substi- 
tutions continues,  on  parviendra  à  une  équation  dont 
•le  premier  membre  sera  le  joiême  que  celui  de  l'équa- 
tion (181) ,  ^  n'aura  4^nB  la  second  membre  de  terme 
affecté  d'uB  facteur  intégral ,  que  le  dernier  qui  sera 
multiplia  par 


fl 
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Aiaai,  d'après  tous  ces  calculs,  et  faisant  pour  simplifier, 
X  =  ic*  +  açjc +^  +  m%  on  aura 

r    (A+Bx>fe      ^     —B  A— B7  f 

(a/>— 5)(ap~5)....5.i  -] 

•  •  •  •"'■a^(p— a)(p-3) a.  1  .m«0^0xj 

+  _Ê£r!)^r:3!:.:Al_  arc  ftang  =  Î±2M 
^  a^-(p— a)(/>-3) . .  .a.  1  .m*f^  * "  V    ^        m  ^J 

•f-const (iSa). 

Faisant  9  =  0,  on  a 

/(A  +  Bx)Ac  —B 

,       A     f  r      »    •    I a;>— g 

(ap— 5)(ap~5) 

(ap— 5)(ap— 5)....5.i  "l 

*  •  •  •"*■  or-  (p— fl)(p— 3) ...  a.  I  .m»C/^J(x»+m*)J 

(ap-5)(flp^5)....3.i      ^^  /  *V> 

^ ar-»(p^ft)(p— 3)...a.m«r-' *''' V    6      m,/ J 

+  con«t (i83) 

Enfin  si  l'pn  fait  Bs=o  et  A=3i,  cette  demièi» 
formule  se .  réduit  à  celle 
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/*        dx X  r  1 

•  •  •  '"^  af-'  (p— a)(p_3). .  .a.  1  .mKr-»i(j;»+m»)J 


(ap--5)(Qp~5),.,,3,i         ^^ 


+  comt (t&O 

qui  est  beaucoup  pins  simple  qoe  la  formale  (167) 
îart.  a3a3»  puisque  celle  (184)  ne  contient  qu'une  série  ; 
et  que  la  formule  (167)  en  contient  deux. 

Nous  remarquerons  en  passant  >  que  de  la  simplifia 
cation  de  cette  intégrale ,  il  en  résulte  aussi  la  sim- 
plification de  l'intégrale  de  la  fraction  différentielle 
(177),  puisque  nécessairement  dans  le  développement 
du  numérateur  (j^  — ç)v-»£fy  de  la  transformée  (a) 
[art.  a4o  ]  »  il  entre  le  terpie  qdy. 

a43.  Si  la  différentielle  binôme 

que  nous  considérons  dans  ce  moment  comme  une 
fraction  différentielle  rationnelle  (  puÎM^ue  dans  tout  co 
thapitre  nous  supposons  que  p  représente  un  nombre 
«ntier  et  positif)  n'est  dans  aucun  des  cas  d'intégration 
considérés  dans  le  chapitre  précédent  ;  alors  faisant 
a-szib^  pour  ériter  les  signes  radicaux  dans  le  calcul^ 
on  aura  i  intégrer  la  fraction  rationnelle 

x*dx 
i^ULlry ^*)' 

4ans  laquelle  toui  les  exposans  sont  des  nombres  entera 
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•t  podtiffl.  Ch*  l'analyse  donne  des  moyens  sûrs  et  très- 
sîn^Jes  pour  décomposer  le  binôme  x"  it:  a"*  en  ses 
facteurs  du  premier  degré ,  et  facteurs  du  second  degrâ 
recelant  les  facteurs  imaginaires  du  premier  degré 
(  i/oyez  la  note  I  du  Calcul  intégral) ,  au  lieu  que  pour 
les  polynômes  de  plus  de  deux  termes ,  l'analyse  n'est 
pas  encore  parvenue  à  les  décomposer  généralement  ea 
•  facteurs  du  premier  degré ,  et  du  second  degré  recé* 
lant  les  imaginaires.  Ainsi  l'intégration  de  la  fraction 
différentielle  (a)  peut  toujours  s'effectuer  complète- 
ment ,  sans  être  arrêté  par  les  barrières  insurmontables 
qu'offre  la  résolution  générale  des  équations  littérales 
des  degrés  supérieurs.  Cette  intégration  s'opérera  ipême 
très-aisément  lorsqu'on  aura  p  =  i ,  puisqu'alors  le 
dépècement  de  la  fraction  proposée  sera  beaucoup  plus 
simple  9  et  que  l'on  n'aura  qu'à  intégrer  des  fractions 

,    ,    -•  A'dx    ^       (X  +  Bx)dx       j     ^ 

de  la  lorme  — r-—  et  *■'    .  ■ — - — ; — ^ dont  noua 

x±:c      a;*-f- açx-f- </*-!- m* 

avons  donné  les  intégrales  [  art.  a38 ,  seconde  éqn»* 
tion  du  groupe  (178),  et  art.  â4a>  équat.  (18a)]].  Mais 
si  p  >>  1 ,  et  surtout  si  cet  exposant  est  un  nombre  ua 
peu  grand ,  le  calcul  que  nous  ayons  indiqué  précé- 
demment ,  serait  d'une  longueur  extrême.  Nous  allons, 
dans  l'article  suivant ,  rendre  le  calcul ,  lorsque  l'expor^, 
sant  p  est  beaucoup  plus  grand  que  l'umté  ^  preâqtie 
aussi  simple  que  si  l'on  avait  p=:  1 . 

xf 
344.  Différeatiant  la  fraction  7 ; — -tt  ^    on 


aura 


xf fx^^^dx         mqxf'^ 


'^dx 


\a+xfy        (a-fj^y  (a+a:'^)«^-«  * 

Transposant ,  diviaant  par  m^  et  intégrant,  il  vient 
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faisant  f+m — i  =  »  et  q+i  =p ,  d*où  fzzzn+i-^m 
et^  =  /i— 1,  on  aura 


o/c 


dt^^dx 


Snbctîtiiant  sncoeesiTement  jp-'HU  ,  ip^:im,  n^Sm. . . . 

l»--{p— i)  m  ctp— 1 ,  />— 1,  p— 3 1  à  la  place  des 

quantités  respectives  n  et  p  dans  Técpiation  précédente 
(6) ,  on  «ara  one  suite  d'équation^  qui  auront  chacune 
pour  prenier  membse  le  facteur  intégral  du  dernier 
terme  de  l'éqsatioii  qui  la  précède  inunédiatement  : 
donc  par  des  sobstitutioDS  continues^  et  moyennant 
quelques  petites  simplifications  fort  aisées  à  apereeroîr  ^ 
i>n  aura  la  £Drmide  suivante 

t  yi— m+i  (n— m+i)(n~am+t)(c4-^y 

X    ■*"m(p— »)x^"^  m^(p^a)(p— 3)a:*^ 

^  m^(p-a)(p--3Kp-4)^ 

.  (n^m-f'])(yi-am-t-i). .  .[n-(p-a)m-4-i](g-ha:")/^) 

'"    •            m^*i.a.5....r(p— .e)d:0^-^  J 

(  n~m+i  )  (  n~flm+i  ) [n  —  (p — i)  m+i] 

^  7nP-'.i.a.3 (p  — O 

'a^.^.     +  coMt (i85). 

I>an»  le  c«  Qû  ;)ni  Miait  >  n  +  m  d'nn^qiMUitité  gué 
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]%  représente  par  q ,  ô'est-i-dire ,  ri  le  foctenr  intégral 

^tait  /-T-7 — i— irc,  il  faudrait  faire  x=-,  et  on 

aurait  la  tranaformée  — ^— r-r-^  dont  l'intégratioii 

n*éprouferait  plus  de  difficultés^ 

x>«dx  • 

Exemple.  Intégrer  7 rrrri- 

Comparant  identiquement  cette  pressée  ayec  la  for-<^ 

"^^^  "7 — ,  ^>, ,  on  a 

n=:i8,     û  =  o,oi,    m=:4    at    p=b6; 
donc 

a+jf*         x*(o,oi+x*)' 
FiBsant  x  =  - ,  il  yient  la  transformée 

—  loor--"?-^  I  =  —  100  \dy  — 100  -r-f2^ —  \ 

dont  l'intégrale  est  ^ 

—  loqy -}- 10000  /-r-7'2- — :  .* 

"^  jy+ioQ 

or,  les  deux  facteurs  du  second  degré  de^  -f*  100; 
sont  y±;av/5y-f-io  [[form.  (/i),  note  1];  doiïc 
faisant 

^y  * 

(y  +  a»/5y  -f  10)  (y  —  2V^5y  +  10) 
(A  +  By)dy  (C+Dy)rfy_ 

jr»+  av/5y  -f  10  "f"  y  —  aV/5yH-  loj  .  _ 


Digitized  by  VjOOQiC 


53S  UITÉGIUTIOBI  DSS  FONCTIONS 

chassant  les  dénomioateors  et  déterminant  i  Tordinair^ 
les  valeurs  dies  constantes  indéterminées  A ^  B,  etc., 
il  vient 

J  y— ai^S.j+ioJ- 
Çomparant  lés  coelGcieiu  des  à^axfaoteany'^a^^ 
-f-  lo  arec  ceux  de.  4^-^  àçx  -f-^'.-f-  nt%'ce  qui  donne 
f  =±|/5etm=V^5;  ensuite  faisant  A  =  i,  et  suc- 
cessivement B=:  -— ^et  =  —  — j^,  b'formule  (i8o) , 
[art.  9413  >  donne 

Jy^+ 100       40V/5  L  r^     y— av/5y+ioJ 
■^         +a^(tang=î^)r3.  ' 

['^]  C«ox  ^  suiTront  ce  calcid  »  /eroot  atccncion  ^ue  g«D^rft« 


Ji 
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Actuellement  mettant  la  yaleur  -  de  jr ,  et  substituant 

dsunH  la  formule  (i85)  les  yaleurs  respectives  18;  o^ci  ; 
6  ;  4  de  n^  a,  p  ^  m ,  on  a 

/^     x'^dx      _  x'^  r^       1 5(0,01 +x<) 

i5.u  (o^i+J^)*    ,    i5>n.7  (0.014*3:*)^ 
"*"       4\4.3.x«    .    ''"        4^4. 3. ax* 

i5.u.7.5(o,oi+jc*yn        î5.u7.î^.i.5o 
"*"  4+.4.3.ax*«        J"*"  4*  i.a.3.4.5      ' 

ce  qui  est  l'intégrale  demandée. 

Si  l'on  avait  employé  pour  obtenir  cette  intégrale , 
la  méthode  ordinaire  indiquée  dan»  l'article  précédent  y 

i\  aurait  fallu  dépecer   la    proposée  7 : — -r^  en 

^  ^     ^  (0,01  +  JC:4)«      \ 


lemenc 

£0  eff«t,  loit 

x=:  ar(r(taiig=s7a)      cl      ^sc=arc  (  tabg^ft)  , 
d^oii  JBL  =  taag  x    %x,    b:z:  umg  7-  » 

on  mira  ung  (xïfcjr  )  = --^-- .  j 

I    «^  4Ut 

donc  X  it^  ou 

arc  (  lang  =«)  :i:  arc  (  taog  =  ^  )  =  arc  ^  capg=3    __       J» 

aa.. 
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douze  Ëractions  doubles  de  la  forme 

et  par  conséquent  déterminer  les  yaleurs  de  a4  cons-^ 

tantes  A»  B ;  ensuite  intégrer: jdix  de  ces  éqna-, 

tiens  par  le  moyen  de  la  formule  (i8d)  [art.  2143]  ,  et 
intégrer  les  deux  autres  par  le  moyen  de  la  formule 
(180)  [  art.  s4i  3-  -^ÎQ^î  9  que  de  longueurs  on  s'épargna 
dans  le  calcul ,  en'  se  servant  de  la  méthode  que  nous 
yeions  de  développer  1 

â45.  Eauiminons  maintenant  ce  qui  est  le  plus  avan- 
tageux au  ^cnlateur,  ou  de  faire  cphrèspondre'  aux 
facteurs  (j::'4-2<7^+9*+'»*)'  du  dénominateur  de  la 
fraction  quon  veut  intégrer ,  les  fractions  partielle»^ 


(x^+aqx+^-t-m^y  ^  (d:»+etc.y 

à  numérateukrs  monômes ,  ou  de  faire  correspondre 
aux  facteurs  en  question  les  fractions  i  numérateurs 
binômes 

(A  +  Bi?)£tr  (C+Dx)rfr 

Pour  décider  cette  question ,  nous  observerons ,  i".  qu# 
l'un  comme  Tautre  de  ces  dépécemens  exigent  seule- 
ment qu'on  détermine  ap  constantes  indétenmnées 
A,  B ,  etc.  ;  »•.  que  par  le  premier  dépècement ,  cha- 
cune des  ap  fractions  de  la  forme  (^,^^^^!J!^^^.5;> 

exige  ^  vu  sa  transformation  en  l'équation  (a)[art.  ^4^3» 
l'inétgration  de  a  fractions  de  Ja  forme  de  celle  (A) 
[art.  %4o}.  On  aura  donc  à  intégrer  un  nombre  de 
fraotions'di£réreatielles  égal  à  la  somme  des  termes  de 
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d'vke  seule  vaauble.    .       -341 
la  progression  par  différeqca  -^  1  .a.3. .  •  .sp,  c'est-à- 
dire  égal  au  nombre  pdap  +1)-  M^s ,  alistraction  faite 
des  constantes  qui  multiplient  les  difTérentielles ,  il  est 
éyidentque  les  sp-^i  différentielles  qoi  proneiftront  da 

développement  de  la  transformée   >^  aerpn^ 

égales  aux  ap^^i  dernières  différentielles  proyenant 

du  développement  de  la  transformée  de  T^XT^  • 

qu'enfin  ,  généralement^  lev  2p — h+i  difTérentiellies 
provenant  du  développement  de  la    transformée  de 

■  — r^  seront ,  aux  cpnstantes  près ,  égales  aux 

ap — h+i  dernières  différentielles  du  développement  de 

la  transformée  de  la  première  fraction .  ^^ 

Ainsi  «  à  proprement  dire ,  il  n  y  aura  que  ap  fractions 
différentielles  de  la  forme  (b)  ^art.  a4o  ]  i  intégrer. 

3^.  Nous  observerone^enfin  que  la  décomposition  ea 
fractions  différentielles  A  numérateurs  binômes  ,  donne 
p  fractions  différentielles  qui  s'intègrent  directement 
parle  n^oyen  de  l'une  des  deux  formules  (180)  et  (i8a) 
[  art.  fl4^  <^  ^4^  1*  Ainsi ,  ^nsidérant  que  par  cette 
dernière  méthode  o^  évite  des  transformations ,  déve^ 
loppemens,  et  qn^on  a  la  moitié  moins  de  formules 
différentielles  à  intégrer ,  que  par  la  première ,  nous 
en  conclurons  que  la  méthode  enseignée  aux  artides 
241  et  343  9  est  de  beaucoup  préférable  i  celle  de  l'ar- 
ticle a4^  >  en  tant  du  moins  qu'il  j  a  plusieurs  fiaieteurs 
au  dénominateur  de  la  proposée;  car  ri  cette  dernière 

était  souslaforme^!^5±5^^i^^.  A',  B^  C... 

étant  des  coefficiens  déterminés  ^  il  vaudrait  mieux  se 
ftrrir  de  la  méthode  de  l'article  â4o  que  de  eetle  des 
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articles  94 1  et  a4a,  afin  de  ne  pas  avoir  à  détermioer 

des  coefficieoB  indétermioéa  A ,  B ,  etc. 

a46.  fbisque  rintégradon  d'nne  fraction  diiTérentielIe 
rationnelle  quelconque  ne  peut  dépendre  que  de  celle 
dès  fractiona  (175),  (17&)  et  (177)  C*3  >  *^  V^^  '** 
intégrales  de  ces  denûires  fractions  différentielles  ne 
peuvent  contenir  d'autres  quantités  transcendantes  que 
des  logarilbmes  ou  des  arcs  de  cercle ,  noua  conclurons 
que  toutes  les  fractions  différentielles  rationnelles  pos- 
sibles sont  exactement  intégrables,  et  que  leurs  inté- 
grales font  algébriques ,  ou  seulement  transcendantes 
par  les  logarithmes  ou  par  les  arcs  de  cercle  »  et  même 
par  une  seule  de  ces  deux  espèces  de  transcendantes  # 
car  chacune  d*elles  peut ,  dans  Tintégration  ^se  changer 
en  l'antre.  En  effet, 

d,  arc  ( tang  =y)  =  --^  [équat.  (ai)  ,  art.  16] 

^^ dy  dy  ^         dy 

donc 

;  arc(tanB=j.)==l/^^f^ 

al/— 1   Li-:yv^— iJ 

Pour  déterminer  lacOiÀtante  ,«oiîs  Remarquerons  que 


C*]  La  fraction  'fc  nimi^fenr  |>raom«  (179)  «?tant  séparée  «« 
deim  fr^oiMHM  è  niim^miean  monômes ,  cbiraànc  des  deux  fraeiimM 
téfoliantes  n^eti  qu>Q  qw  puticnlier  de  ceUe  {fji)t  en  faiMUU  ftofi- 
ceuivemeiît d^ni  cccte dernière  ns=^eK/s=a/9—  z. 


Digitized  by  VjOOQiC 


D*ONE  SEULE  VARIABLE.  343* 

arc  (  tang  =j)  =  o  lorsque  jr=o,  donc  coDft  =  o; 
aiDsi  on  a  complètement 

Réciproquement ,  soit 

a::=i±iVr:i.      d'où       y=i        '^' 

Substituant  ces  valeurs   dans  Téquation   précédente 
(186)^ on  a 

donc 

sans  constante;  car  lorsque  xrs  1 ,  on  a  i!r  =  o ,  et 
l'arc  f  ajant  alors  zéto  pour  tangentej  t'évanouit» 

a47*  L'intégration  des  fraction»  difffo^ntiaUes  xa- 
tionnelles  ne  dépendant  que  des  logarithmes  d'une 
fonction  de  la  yariab)e ,  ou  des  arcs  de  cercle  dont  la 
tangente  est  une  fonction  de  la  variable  ;  il  s'ensuit  que 
nous  avons  prouva  danft^J'article  précédent ,  que  les 
intégrales  des  fractions  dij^ércntièllës  Tationnelles  qui 
ne  sontpap  entièpreçaent  alg^riques ,  peuvent  ne  ren- 
fermer qu'une  seule  de  ces  deux  espèces  de  transcen* 
danlfBs.  Mais  dè«  que  nous  avonè  comœisneé  â  parler  de 
ces  convorsions  d'arcs  de  c^de  en  logarithme^  des 
fonctions  des  tangentes  d«  ces  arcs^  et  réciproquement^ 
DQus  allons  dans  cet  article  faire  voir  qu'il  es^iste  des  ^ 
relations  analogues  entré  les  arcs  dé  cercle  et  les  W- 
garithmes  des  sinus  et  cosiàus  de  ces'  ar6s  ,  et  rée»- 
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proqnemtnt.  En  eHet ,  on  démontre  dans  tous  les  traités 
élémentaires  de  Trigonométrie,  qne  «  représentant  un 
arc  de  cercle ,  on  a 

•*"''  — i^ïTir ^^^ 


fla 


^^/-i 


(  Toyc*  la  Géométrie  de  Legendrc ,  page  35S)  |[*J' 

Cela  posé ,  soit  x=:  sin  «  »  abrs  réqpiation  (a)  nova 
donnera  celle 

i  laqnelk  ajoutant  Féquâtion  identique 

(xi/-iy  =  -a:*, 
at  prenant  la  racina  qnarréa  des  deux  membres  ds 

[^  Cet  deux  ëc^atriont  pentent  se  dëdaire  aifàneot  de  odi« 
(il5) ,  poitqa'en  faismt  #  es  arc  (  ungssjr },  d'oà  jrss  tang  •  » 
ré^aatîoQ  (186}  donne  celW 

a    L^os  #—  tina  %^—  ij 

et  Bolctplianc  les  deux  termes  de  U  fraction  par  le  niimératait  « 
on  a 

•  ^—  isl(eQs#-t-siB«»  ^—  I ) , 

donc  prenant  snccessitement  m  positif  et  négatif»  et  passant  de» 
qoaniitës  togarithmiqacs  aux  exponentielles,  on  a 

•V — I  — •v' — f 

#  =acos.«M4-sin  «  ^— I    et    e  s=cos#— smâi^— i; 

de  là  premièra  de  ces  denz  équations  sonstrajant  U  seconde  ^01% 
a  CflUc  («}»  etlesajoBCaat>  ii  ticat  ré^oatioa  (6}. 
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la  somme ,  il  yient 

ou  e*^"*'  =x  V/^  ^  |/ 1  _  jc», 

d'où      *v/— »=»'C*V'— »  +  /»— Jc*]; 

mais  wssarc  (ain:=«);  donc  nous  rappelant  d* 
l'équation  (tS^)  [art.  ao6  J  >  nous  trouTerons 

==  pz:r't*v^-*  + 1^'^^-^^ 088)- 

De  même ,  soit  ac=  coe  «  ;  «lors  l'éqnation  (i)  nous 
donnera  celle 

i  Itquella  «joutant  l'idtntiqae 

et  prenant  k  racine  qoarrée  des  denx  membres ,  il 
tîandia 


e 


.v/.i 


—  âpat/— 1  1/1— X*, 


mais 

»  =arc(coi==a?)=— r~^^  [4q.  (ao),  art.  iG]; 

donc  mnltipliant  les  denx  membres  de  TéquatiOD  pré* 
cédante  par  |/—  i  ^  on  aura 
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— r==r=î  =  —  arc  (  COS  2=  x) 

(Vojez  la  note  IIL) 
Réciproquement  à  Téquation  (188) ,  soît  fait 


et  rabstitnaiit  cette  valeur  dam  Téquation  (188),  on- 
aura 

De  même  pour  l'inverse  de  Féquation  (iBg)  y  soit  £ôt 
y  =  a:-|-  \/ZZTy<i^a^^    d'oà    a?=^!^^. 

Substituant  cette  valeur  de  ardais Téquation  (i8j)| 

•n  a 

Au  reste  ces  deux  dernières  équations  (igo)  et  Oqi} 
peuvent  réciproquraïf ni  st  déduire  directement  Tuna 
de  l'autre  d*^ès  la  rela.tion  connue  des  sinus  et  bo* 
ainus  d*un  même  arc  de  cercle?  Car  soit  X  Tare  qui  se 
trouve  dans  l'équation  (igo)  ,  ce  qui  donne 


d'où 


^ 

cosx=*6^+y^+^=>î:^±i 
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donc 


arc 


équation  de  relation  qui  donne  tout  de  suite  Tune  des 
deux  équations  (190)  et  (191)  parle  moyen  de  l'autre. 


CHAPITRE  m. 

De  V intégration  des  fonctions  diffiêrentieUes 
irrationnelles  et  algébriques. 

^41,  Ixeprésentant  par  F'x  une  fonction  ration^ 
nelle  et  algébrique  de  x;  par  n  et  q  deux  nombres 
entiers  et  positifs  ;  enfin  représentant  par  A^  6^  C. . . 
P  des  quantités  constantes ,  et  abstraction  faite  de  leurs 
signes  9  excepté  de  la  première  A ,  la  fonction  différeu- 
tielle  et  irrationnelle 

rxifr(d:A:c^+Ba^"+Caf*^---4^)  •    •••••OS^) 

pourra  toujours  se  ramener  à  la  ferme 

VihAv/(x*+ar^'+^x«"^-   •••+?) 

dans  laquelle  Fx  est  encore  une  fonction  rationnelle  de 
a; ,  et  a  ,  6.. . .p  sont  destpiantités  entières ,  abstraction 
faite  des  signes  qui  les  affectent,  fin  effet,  multipliant 
et  divisant  la  formule  (192)  par  v/(Ax^+Bx*-"'...+P), 
on  aura  une  fraction  différentielle  dont  le  dénomina- 
teur sera  cette  dernière* quantitéradic^  qu'on  peut 
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metdre  sous  la  forma 

V*5|/(^+^-- ^ 

et  dont  le  numérateur  sera  dx  multiplié  par  la  frac- 
tion ratiomielle. 

que  nous  ayons  représentée  par  Fx.  Ainsi  Tintégration 
de  la  formule  (19^)  pourra  se  ramener  à  celle  de 
la  formule  (19?)  ,  dans  laquelle  ,  pour  plus  doieîmpU* 
cité ,  nous  mettrons  le  fiacteur  constant  y^  ±:  Adu  dé- 
nominateur a  part. 

Si  F'x  était  un  polynôme  algébrique  ordonné  par 
rapport  aux  puissances  entières  et  positives  de  x  »  il 
est  clair  que  Fx  serait  aussi  un  polynôme  de  même 
espèce,  et  alors  si  11=0  ou  n>>o,rintégration directe 
de  la  formule  (19a)  pour  le  premier  cas ,  ou  de  la 
transformée  (igî)  de  (193)  pour  le  second  cas,  se 
réduirait  à  une  suite  d'intégrations  de  formules  diffé- 
rentielles telles  que  celle 

qui  ne  sont  que  des  ces  particuliers  de  la  formuI# 
générale  que  nous  ayons  traitée  i  l'article  235  »  et  où 
sous  avons  seulement  fait  voir  comment  on  peut  ra- 
mener l'intégration  des  formules  telles  que  celle  (a}, 
à  q  intégrations  inférieures  à  celle  marquée  par  l'ex- 
posant n  dans  la  formule  (a),  et  dont  la  moindre 
serait  l'intégratioa  de 

±- 
X— f-^dj:(x^....)     •, 

•à  ne  prenant  pas  ^  4.  r>a. 
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Mais  actnellfinent ,  d'après  la  théorie  développée 
dans  le  chapitre  précédent ,  nous  poiiTons  aspirer  à' 
quelque  chose  d^lus  satisfaisant ,  ea  cherchant  dans 
l'analyse  algébrique .  des  moyens  de  transformer  les 
fonctions  différentielles  irrationnelles  proposées  en  des 
fonctions  différentielles  rationnelles  ;  cependant  nos 
recherches  snr  cet  objet  ne  donneront  malhenreuse- 
ment  des  résultats  satisfaisans  que  dans  un  très-petit 
nombre  de  cas. 

a4S'  Si  nous  faisons  f  =  s ,  alors  la  formule  (a)  d« 
l'article  t>récédent  est  de  la  forme  de  celle  (17a)  >  en 
faisant  dans  cette  dernière  m  =  1  et  p  :&  rh  ^  ;  ûnsi  la 
méthode  enseignée  à  l'article  a36  donnerait  l'intégrale 
de  la  fonction  proposée  ,  puisqu'on  aurait  seulement 
à  intégrer  des  différentielles  binômes ,  telles  que 

qui  sont  toujours  exactement  idtégrables ,  soit  que  a 
représente  un  nembre  positif  impair  (art.  fiiS)  »  ou 
que  cette  même  lettre  représente  un  nombre  positif 
pair  (art.  aflô  et  â53). 

Mais  on  peut  s*y  prendre  autreipent  pour  obtenir 
î^intégrale  demandée ,  en  s*appuyant  sur  le  principe 
énoncé  ci-dessus ,  que  tonte  fraction  dilWrentielle  irra- 
tionnelle qui  pourra  se  transforineir  en  une  fraction 
différentielle  rationnelle,  est  exactement  intégr^able.  En 
effet ,  soit  la  faction  différentielle 

.V(*»:H^+  é) ^'^* 

FaisoiM     .  y'(x»-f- or  +  i)  sa  « +jr , 
d'où  on  tire 
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Cette  dernière  éqaation  étant  differentiée  ^  donne 

ax  =  •—  ^        "       xfc  '     '  • 

(ay  — il)» 

Substituant  ces  yalenrs  dans  la  proposie  ^  on  a  la 
fraction  lationaeUe 

s=ty^T^ ^^«^^ 

qui  est  très-aisée  à  intégrer. 
â5o.  L'intégration  de  la  {oimnle 

dx  ^  , 

pourrait  aisément  se  ramener  à  celle  de 

'M  décompoMnt  fo  dénoouMteur  de  Ha .  fraction  (i^ 
en  deux  facteurs ,  dont  Fun  est  ^/-^  i  et  Vautre  le 
dénominateur  fie  la  fraction  (&), ,  et  alors  cette  inté- 
cation  rentrerait  dans  le  cas  que  nous  venoRS  de  traiter^ 
JKÎais  il  est, plus,  sin^ple  de  mettre  tout  de,((iute  la  frac- 
,tion  (<^  sous  la  forn^e 

ce  qui  n^altère  pas  du  tout  la  proposée ,  puisque 
d{x  —  i  a  )  ac3  Àc ,  et  que  nous  ^^'arôns  introduit  sous 
le  radical  du  dénominateur  que  la  quantité  nulle 
^a»— ^o*.  Or,  sous  cette  f^rme ,  comparant  la  frac- 
tion (c)  ayec  la  quantité  sons  le  «g/ie  d'intégration  / 
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dans  l'éqaatioQ  (i34)  [art.  ao6] ,  on  a  tout  dç  8oit# 

/'  dx / ,  flx— g     \ 

H-coxt (196). 

Si  Ton  Voulait  que  rintéjgralè  s'évanouit  lortqtM 
a;  =  o  ^  on  aurait 

mais  on  a  généralement 

arc  (sin  ==  A) ±: arc  fsin  r=  B) 
*=arc(ii]a=:A  /I~B^dl  B  VT^^ilS»).  •  .(d)  [♦], 

on  aurait  donc  complètement 

/'  dx 

â5i  •  Faisant  9=4  >  l'intégration  de  la  formule  dififé* 
rentieUe 

F'xdiCd:  Àa::*+  Bx3+Cx»+Dx  +  È) .(c) 

4  ■  ■  ■  Il    I        ■    I  ■     I  I        I  I  '■  ■  ■  ■      "■ 

t*3  En  eflipt,..joit  ^ 

xsc:arc(sias9  A)      «t     j<=:arc  (*itt=B)  * 
"d^  marc::  A        et        wnjrrssB;    maii 

•in  (x  ±:j^)= sin  X  cot/  d:  coi  x  fin  ^=  A  l/i— i»dsB  V/i«-A*  ; 

donc       X  =4: jr  =7  arc  [  fin  =:  A  Vi  —  B«  d=  B  Ki  —  A«]  ; 

«t  labititaanc  h  la  place  de  x  et  de  y  |et  Ttleo»  iMpectifCf  d« 
tes  lettres,  cm  aora  réqaatioa  [i). 
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dép«ttâra  de  celle  de  la  fraction  différentielle 
F.r<fa? ... 

ainsi  que  nous  l'avons  démputré  i  Tarticle  n48«  Or, 
le  quintinome  gui  est  sous  le  radical  ;  pouvant  être  dé- 
composé en  deux  facteurs  trinômes  du  second  degré, 
la  fraction  (b)  prendra  alors  la  forme 

¥xdx 

Soit  fait 

x=î±^ (d),  '       '        ' 

/  et  «»  représentant  des  fonctions  indéterminées  de 
a\  h\  a'  et  b",  et  différentions  Téquation  Çd)  ^  et 
qui  nous  donnera 

•Substituant  la  v^eur  de  x  [[éqnat.  X^3  ^^*  '^  P^^ 
mier  facteur  trinôme  du   dénominateur  de  Téqua- 
-tîon  (c)  ,  il  vient  - 

—p :    (i+j.)-      —^..-.Cf)- 

Il  est  aisé  de  voir  sans  calcul  que  les  deux  (acteurs 
trinômes  du  dénominateur  de  la  fraction  (c)  étant  de 
la  même  forme,  et  ne  différant  que  par  les  accents 
de  a  et  de  £ ,  on  aura ,  par  Tintroânction  de  la  valeur 
de  X  [équat«  (c2)]]  daqs  le  second  facteur  trinôme,  ce 
second  facteur  qui  deviendra 


Or, 


(g). 
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Or ,  J^  et  «  étant  des  qu^jtités  indéterminéea ,  on  peut 
^n  disposer  de  manière  à  faire  évanouir  dans  les  frac- 
tions {f)  et  {g)  j  les  coelficiens  de  la  première  puis» 
«ftnce  à^  y  i  ce  qui  donne  deux  équations  du  second 
degré  entre  i  tt  o  \  d'où  on  déduit /par  les  méthodes 
ordinaires  d'élimination  »  les  équations    « 

^  — FHF C/^)' 

«t  il  est  aisé  de  Toir  que  ces  valeurs  de  /  et  de  a» 
peuvent  toujours  être  considérées  comme  réelles ,  car 
ii  et  V  peuvent  également  représenter  les  coefficiens 
du  premier  ou  du  secopd  trinôme ,  et  de  même  pour 
if  et  i*.  Donc  on  peut  toujours  prendre  (al'b' — a'^") 
X  (V^-b")  positif^;  d'où  il  s'ensuit  que  les  valeurs  de  h 
et  m  sont  réelles. 

D'après  ces  valeurs  de  (^  et  <»  en  fonctions  de  a\b\ 
«',  i*,  les  deux  facteurs  trinômes  (  jT)  ®*  (ff)  *®  rédui- 
ront respectiveraent'à  de$  fractions  de  iSi  forme 

ainsi  le  dénominateur  de  la  transformée  de  la  frac- 
tion (6)  ser^ ,  en  d^vrant  j^  de  soA  coefficient ,  de  la 
forme 

donc  représentant  par  ^  ce  que  devient  Fx  lorsqu'on 
y  substitue  la  valeur  de  x  [équat.  (d)],  dans  laquelle 
on  a  mis  les  valeurs  de  /  et  «  [ équat.  (A)  et  (  i)] , 

a3 
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€t  rabftûbnant  i  la  place  ài^  dis  sa  Tàleur  ,     .  — ^^ 

"*?«—'==  ^ ncs* 

féqaat.  (A)  «t  (03  >  <">  ^ni**  pou'  transformée  d* 
Ufnctioa  (&)  oeil* 


I» 


dans  laquelle  nous  avons  fait  pour  abréger^  M  =  — . 

Or  y  il  est  aisé  de  jqix  que  tant  qi^e  fy  renfermera  des 
puissances  entières  et  po«dtL?^.djB^,^Qt  que  cespuis- 
sanci^  asroat  d^  couvres  ip^^,^  çe(;te  fraction  Qk) 
s'int^grei^  i|iséiffen(  ;  c#r  spit  »  p^  exen^plc ,  Ny^»  un 
des  t;erai^  df  Mfy ,  pn  ajura  i  i^^er  la  fraction 
différentielle. 

qui,  en  fisiiant jrf w 4  ^  4*oÀ j^y^s^^ dl, sa  ttamFor- 
mera  en  la  fraption  * 

— ^        ■      co 


V'p  +  îa+V 

que  nous  savons  intégrer  (j^t^  fl49  X 

Si  dans  la  décomposîlion  du  ^lintinome  affecté  du 
signe  radical  [  éq.  (&)3  en  deux  tdnomes  [[éq.  (c)]  , 
on  avait  ^  =s  b",  ce  qui  donne  /"=  00  et  »  =  ^  ;  on 

n*auraitqu'à  faire  x=^  — ^,  et  alors  les  deux  tri- 

noQiM  sons  le  signe  radical  de  TéqiMtion  (c),  se  rédui- 
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ûitm  on  «oraît  p«r  cette  ûraple  tttbttitQtion ,  une  trans» 
foim^  dékfmaedecelle  (A)^  et  qui,  déplus,  joui- 
rait de  rafamage  d'avoir  ^y  eu  fonctions  de  puissanéet 
eotièree  et  positîree  de  jr,  si  Px  dans  la  proposée  (èf)  , 
était  une  pareil*  fonction  de  ar.  « 

ûSq.  Considérons  enfin  les  fractions  différentielles 
irratioiinelles  dans  lesquelles,  le  dénominateur  se  com^ 
pose  de  plusieurs  termes  affectés  de  radicaux  d'espèces 
différentes ,  telles  que  la  fraction 

Va:dx  -  . 

■3 ï ; W. 

Pour  intégrer  cette  formule  ,  ou  du  moins  pour 
faciliter  les  moyens  d'obtenir  son  intégrale  exacte  ,  il 
faut  la  dépecer  ett  plusteurs  fractions  qui  n'aient  cha- 
cune qu'un  terme  radical ,  soit  au  numérateur^  soit  au 
déDonûiurteur ,  simnt  qnil  eet  pins  commode  dont 
l'iatégralion  partioolière  de  cee  fractiens  d'avoir  la 
dénominateur  o»  1#  mmérateur  xiatkHMelf  il  faut  éonc 
chercher  un  facteur  qui ,  multipliant  les  deux  tenues 
de  la  fraction  proposée  (a) ,  rende  son  dénominateur 
rationnel  ;  c'est  ce  dont  nqus  allone^ndue  pceuper. 

Soit  fait  ' 

y^Vifx)  +  Vif^y^  Ï/Cr^)  +  etc., 

et  chassoDsles-radieemx  de  eetteéquation^  les  moyens 
qu  enseignée  Talgèbre ,  «^  qui  nous  donnera  une  équa« 
tÎMi  rationnelle  de  h  forme 

y+Ay— »  (fx)  +Bjf«- {iffx) . . .  .+*j:  =  o, 

dont  il  est  évident  qu'une  des  m  racines  est  le  dénomi- 

a3.. 


Digitized  by  VjOOQiC 


356  INTÉGRÀTIOIf  DES  FOlTCTION» 

natênr  de  la  fraction  (a)  ;  ainsi  ^x  sera  exactement 
divisible  par  ce  dénominateur,  et  il  est  évident  qne  le 
quotient  sera  un  poljnome  irrationnel  ;  car  e'il  était  ra- 
tionnel ,  il  s'ensuivrait  qne  le  produit  de  deux  facteurs, 
dont  l'un  rationnel  et  l'autre  irrationnel ,  serait  une 
qnanti(^  rationnelle  '  ^x ,  ce  qui  est  absurde.  On  a 
donc 

^ -=V^C/;x)+f'(/.x)+etc..(i), 

|/(/a?)+i/(fx)+ctc 

et  par  conséquent  le  dernier  membre  de  cette  équa- 
tion sera  le  facteur  cherché.  Ainsi^  multipliant  les  deux 
termes  de  la  fraction  (a)  par  le  second  miembre  de 
l'équation  (  i  )  ,  il  n'y  aura  plus  qu'à  intégre^  le» 
fractions 

Yxixf/df.x)      ¥xdxf^if,x) 

*jc  ^  ^x  ^  ^' 

S'il  était  avantageux  pour  l'intégration  de  quelqu'une 
de  ces  fractions ,  par  exemple  de  la  première,  de  rendre 
le  numérateur  rationnel ,  on  multiplierait   les    deux 

e 

termes  de  cette  fraction  par  V^C/iX  )'"*,  ce  qui  la 
changerait  en  une  autre  de  la  forme 

.EXEMPLE.  Intéerer  ^^^.^^.^^^^.^^.y 

Faisant  y  =  /i— a:*+  r*  +«*i  quarrant  el 
transposant,  il  vient 
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quarrant  encore  et  réduisant ,  on  a 

cette  équation  ayant  éyideœment  pour  racine  le  dé^ 
nominatetir  de  la  fraction  proposée ,  et  le  dernier  terme 
4^  étant  le  produit  de  toutes  les  racines  de  cette 
équation  ,  on  aura  4^  qui  sera  un  multiple  exact  de 
\/{\ — ^x*)+  i/(i+'^)>  et  effectuant  la  division  de 
la  première  de  ces  deux  quantités  par  la  seconde ,  Ton  a 
pour  quotient  la  formula 


ax»  CV/i  -f  «»  _  /i  _  jc*3 

qui ,  conséquemment  y  est  le  faCteur  par  lequel  on 
doit  multiplier  les  deux  termes  de  la  fraction  propo* 
sée  y  aGn  que  son  dénominateur  soit  rationnel.  Ef- 
fectuant cette  multiplication  2  il  vient 

(v/r+^—  v/i  — x-)dr 
aa:* 

et  comme  chacune  des  deux  fractions  différentiellet 

— 1 — -J —  et ^-7 8  mtègre  plus  aisément 

aar  ax* 

en  rwidant  son  numérateur  rationnel  ^  nous  multiplie- 
rons les  deux  termes  de  la  première  par  V^i-f-x*,  et 
les  deux  termes  de  la  seconde  par  |/i-*x^^  ce  qui 
nous  donnera  à  intégrer 

dx  4g  àx         ,       dx 

Or  i  la  première  et  ta  troisième  fraction  sont  dani 
Je  cas  d'intégration  immédiate  ^  ainsi  que  n6us  Tavons 
TU  à  l'article  ai^  i  et  te  serrant  de  la  méthode  «iseigaé* 
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à  cet  article ,  on  a 

"~  sue  ' 

De  plu ,  o&  a 

eti  r  ^^     »^arc  (imafaîK^.U^Oiart.  aofi]  ; 

dknc  rasaemUaat  ce»  qoatTe  intégrdea  particidiàres  ^ 
on  «nra  rîmégrale  de  la  fraction  pit>po8ée. 


CHAPITRE  IV. 

De  T intégration  par  le$  séries  des  formules 

différenUeties  algébri^s  t/u^on  ne  peut  in-^ 

tégrer  eoctkCÈement  j,  jet  de  ^intégration  des 

forrnuUs    differenùeUes    logarithmiques  ci 

exponentielhs. 

a53.  Toutes  fonctions  différentielles  d'une  seule 
.^nriabld  ponrant  être  développées  en  «ne  suite  finie 
ou  indéfinie  de  monômes  différentiels ,  il  n'en  est  pas 
dont  on  ne  puisse  trouver  l'intégrale  par  une  suit* 
£aie  ou  indéfinie  de  teirraes  qui  sox^  tous  algébriguee» 
4l«  «eukm^t  traufcendwi  pv  W  logaritliiiiei  â  l^r^ 
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qu'il  se  rencontrera  dans  le  développement  de  la  frac- 

adx 
tion  différentielle  proposée  un  terme  delà  forme  — • 

X 

(Mais  si  Ton  en  excepte  les  cm  oà  lé  développement 
de  la  fonction  en  question  donne  une  suite  finie  de 
termes ,  tel  est  ^  par  èxéiApIe  ^  te  prethiér  cas  d*inté^ 
gration  immédiate  (  art.  ai  i  )  ^  on  doit»  aiUant  que  cela. 
se  peut  y  éviter  cette  méthode  d'intention»  puisqu'elle 
donnerait  une  intégrale  seulement  approchée  de  telle 
fbactiota  différentielle  dent  on  aurut  pu  a;7oir  TintègràW 
mie  par  les  méthodes  enseignées  dans  les  chapitres  pré* 
cédens.  Par  exen^le  ^  la  formule  xdx  V^i-|-ajc*  étani 
développée ,  donne 

Ainsi  l'inté^è  et  la  pto^ofcéë  H&^it  AcHlftée  seulement 
avec  apprcMtiaiatidB  plu:  lA  suite  indéfinie   ' 

*■  -i-  *^       ^^  J^^  j^^^ 
—  «f«-7  — -.-•i---pA—  etc» 

•  a  ^  4        i«  ^  ib 

Cependant  ëb  èe  rdppebmt  de  ce  qui  a  étAdttà  rattfete 
aia ,  on  voit  que  l'intégrale  exacte  de  la  proposée  est 


\  )/{\  +  flx*)5  +  const. 

a54.  Mais  lorsqu'après  avoir  bien  vérifié  que  la  pro-i 
posée  n'est  pas  dans  lé  cas  d«  Tintégrâtioff  exacte ,  on 
voudra  cependant  l'avoir  avec  approximation ,  on  sera 
obligé  de  recourir  à  la  méthode  det  èéi;ies  :  il  en  sers 
de  même  lorsqu'on  voudra  avoir  en  térfnës  al^briquèsi 
les  intégrales  de  certaines  fonctions  difféteÀtleUes  dont 
l'intégratioii  dépend  du  tercle  ^u  des  logarithmes^. 
I|ar  exemple  ^  noua  avons  préeédéflunàil  ramébé  plu- 
sieurs intégration*  à  ^elle  de     ■       ■  dfoht  l'iâfégtale 
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est  arc  (  taog  =  x) ,  ou  ^^p—  /^—-^J 

féquat.  (i35)  et  (i86)3>  mais  si  nom  avions  voulu 
avoir  ces  intégrales  en  ternies  algébriques ,  nous  aurions 

été  obbgés  de  développer  la  fraction  — -j- —  en  série 

indéfinie ,  et  ensuite  d'intégrer  les  termes  de  cette  série  ; 
on  bien  il  aurait  fallu  faire 


A 


1  4"^ï^ 


A ,  B étant  des  coefficiens  indéterminés  ,  ensuite 

^iiFérentiant  cette  dernière  équation ,  divisant  par  dx^ 
enEn  multipliant  paiV+^»  on  aurait  eu 

1  =a:A+-aBx  +  (3C  +  A)a:* 
+  (4D  +  flB)  a:»4.(5E  +  3C)  jc*  +  etc. , 

et  cette  dernière  équation  devant  avoir  lieu  indépen- 
damment  des  valeurs  de  jc,  il. en  serait  résulté 

A=i,B  =  o,Cs;3— J,  P=ï^Q,  E  =  i,etc. 

Ponc 

dx 


h 


j    ,   ^— trc  (tangr^x) 


=  X  —  -iy  -|-  -^  •—  —  -J-  etc ..••••  (fl)» 


T 

Cette  intégrale  .e«t  complète,  car  lorsque  x  ^  o,  on 
a  arc  (  tang=  x)  =o. 

II  est  aisé  de  voir  que  la  sérié  (a)  est  convergente 
pour  les  arcs  compris  dans  le  qaart  de  circonférence 
du  Cercle  ,  tuais  qu'ensuite  elle  devient .  divergente  ; 
(^'ailleu/s  lors  i^éme  ^ue  x  <^  i  j^  cette  série  çonveiige 
^çntement^ 
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a55.  Cependant  lorsqu'on  est  obligé  de  recourir  à 
l'intégration  par  série ,  qui  est  la  dernière  ressource  du 
calcul  intégral ,  il  faut  du  moins  chercher  à  obtenir  une 
suite  très-convergente ,  aEn  d'ayoir  l'intégrale  demandée 
avec  une  approximation  sufHsante  daqs  le  moindre 
nombre  de  termes  possible.  Nous  allons  commencer 
par  donner  une  formule  assez  commode  pour  parvenir 
à  ce  but  dans  certains  cas. 

Différentiant  la  formule  7 — ,  i   -v,-.-. ,  on  a  sa 

(a  4-60;"  )»■♦-'* 

différentielle 

_(mn+i)a:^"<tr        fcm  ( yi  +  1  )  x"C*-<-Oeh; 

donc 


/( 


(a+ ix»  )»-^*  ~  mn  + 1  (a+ ioc")"** 

Mettant  successivement  dans  cette  dernière  formule 
n-)-i ,  Ti'+a,  n43.  ^.à  la  place  de  71,  il  viendra  une 
suite  d'équations^  qm  auront  chacune  pour  premier 
membre  le  facteur  intégral  du  dernier  terme  de  l'équa- 
tion qui  !•  précède  immédiatement  ;  ainsi  ^  par  des 
substitutions  successives ,  on  trouvera  l'équation 


/< 


a^'dx  1  jfnm^ 


y  (/»4-i)(n4-a)(67n)* .      x*»»  n 

+  const (198), 

dont  la  série  peut  se  prolonger  autant  qu'on  le  désire 


•fe 
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/  MDS  de  Bouteaux  calcals;  car  U  loi  qui  régit  ses  terme» 
se  présente  d'une  maaiète  évidente. 

Appliquons  cette  formule  (198)  à  la  recherche  de 
la  longueur  approchée  de  arc  (tang=  x)  dont  noui 

tarons  que  k  différentielle  Mt<-«--j-| — •   Comparant 

cette  dernière  fraction  avec  celle  (T£kjMyH^  »  ^^  • 

m  =  ay    i»=26,    a=:i,    b:ss,i, 

et  substituant  cet  valeurs  dans  réquisition  (198)  »  il 
vient  Vintégrale 

3.5  O-Hp*;-  ■**  "5X7  (s-f  a;*)^ 
.  fl.3.i^.a^       30»       ,     ^  T  ,  . 

+33TF(h:<F+'*"J ^'^ 

qui  est  complète  ;  car  lorsque  *bs  a^  on  a 
arc  (tang=a?)3=:o.  ^ 

Cette  série  converge  toujours  quelle  que  soit  la  valeur 
et  le  signe  de  la  tangente  x,  car  le  terme  giénéral  de 
cette  série  est 

a. 5 na*         x** 

S.5....(a/i+0  (i-^a:*y * 

et  si  de  ce  terme  on  retranche  ceint 

a.5..  ;(iH"Oa"^*      -r*"^ 
3.5...  (an+3)     (i  +x'*)'-^» 


-€' 
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qui  le  suit  immédiatement,  on  aura  pour  différence  la 
quantité  ' 

3.5....(a»+iXaii+3)*      (i+x»)»^»    • 

qui  ne  peut  {anuds  être  négative  quelle  que  ieit  la 
Vafeur  réelle  de  la  tang^cnte  x }  ainsi  la  série  (a)  con- 
verge pour  toutes  les  valeurs  de  x ,  avantage  que  n*a  pas 
celle  (a)  de  l'article  pcéfedent.  ^       * 

Pour  obtenir  de  la  série  (a)  de  cet  article  une  vakur 
«ncore  pjua  convergente  de  arc  (tang=:x),  sok  £ait 
eette  dernière  quantité  =y^d*où  on  déduit 

zçosy  sîn^^s-J^sinay 

donc 

yen  arc  (tanjj=x)=— ^|^i  + -sm^+_  sin<y 

956.  Mais  Vune  des  formulgs  1^  plv'  générales  pour 
intégrer  par  des  séries  les  fonctions  différentielles  qçi 
fie  peuvent  s'intégrer  exactement ,  est  celle  de  Jean 
Beraoulli  que  noua  allons  démontrer. 

De  l'équation  aux  intégrales  réciproques  (i^^) 
[art.  ai^3  >  ^^  déduit  aisément  qu'avant  les  différent 
tiations  effectuées  de  Fx  et  fx,  on  ayait 

fF^d.fx  =3  Fxfx  —  ffxd.Tx. . . .(«). 

Cela  posé  »  si  l'on  veut  iiftégrer  la  formule  faxZr ,  l'équa^ 
tion  précédente  (a)  donnera  celle 

ffxdx^=zxfx-^jxd.^x (P). 
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Mais 

donc  faisant 
d.fx^xdx,    d'où.   fx=^     et    Vx  =  ^, 

réqnation  (a)  donnera  celle 

dans  taqaelle  nous  avons  ,  ainsi  que  nous  le  ferons 
toa)oara  tant  que  nous  ne  nous  occaperons  qne  des 
fonctions  d'une  senle  yariable  ,  conâdèré  dx  comm^ 
une  q[uantité  constante  (^voyezYaxt,  4o)  ;  mus 

donc  disant 

d.fx^a^dx,     à'où   fx=j     et    Fx  =  ^?; 
riqoation  (a)  donnera 

/a^dd.px  .  j?dd.pz        i    rji?d?.px  ^ 

— a^='5"SF""'37-Z?~ ^^' 

et  continuant  de  même ,  on  trouvera  que  généralement 

J     &:— *  "^n+I    dx"        n+ij  dx"  m    '    '^^J' 

On  formera  donc  de  cette  manière  ime  suite  indé- 
finie d'équations  (i) ,  (c)  ;'(d) telles  que  le  pre- 
mier membre  de  chacune  d'elles  sera  le  facteur  inté- 
gral du  dernier  terme  de  l'équaâon  immédiatement  pré' 
cédente.  Ainsi  on  obtiendra  par  des  substitutions  suc^ 
cessiyes,  Téquation 
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.  â     dx 


"^^5-3^ — r3i~3?-+«*'' («99)  [*a- 


dx 


Exemple.  Intégrer  -^^  par  une  suite  de  termes 
algébriques. 
Comparant  la  formule  proposée  avec  celle  ^xd!r,ona 


l±LX* 


C^]  P«r  le  moyen  de  cette  formule ,  on  peut  obtenir  on  dérelop- 

pement  de  la  fracdoa  -—  qoi  est  assez  cnrieia,  et  bien  pins  saiit- 

faicant  qne  celni  1  —  n  -h  n*  —  n»  -f.  etc.  qui  résulte  de  la  division 
de  I  par  iH-n,  lequel  est  divergent  lorsque  ii>  i ,  et  se  composa 
d'un  nombre  indéfini  de  termes  lors  m^^  que  n  est  un  nombre 
entier  et  positif. 

Si  pour  intégrer  x'dx ,  on  se  sert  de  la  formule  (199) ,  on  aura 
complètement 

Jx-Arsuf»*»  ---x»+»  -h    ^    A  ^x-H« \ ii- — •'x«+«-+-etc., 

a  a.J  a. 3. 4 

en  prenant  l'intégrale  =  o  lorsque  «  =  o.  Mais  on  sait  d'autre  part 

qu«yà:«dx=  — -   sans  constante,  dans  la  même  h/potbèse  que 

l'intégrale  s'évanouit  lorsque  x  ss  o^i  donc  égalant  ces  deux  valeurs 
àe  fx*dx  ^  on  aura 

ï n    ^    n(n — i)        n  (n— iX«— a) 

Celle  série  qui  est  la  m^mc  qne  celle  des  coefficiens  du^dévelop- 
pement  de  la  puissance  n  d'un  binôme ,  en  divisant  chaque  terme 
de  ceitte  dernière  suite  par  le  nombre  qui  indique  la  place  de  ce 
terme ,  est  évidemment  finie  lorsque  n  c;>t  un  nombre  entier  et 
positif. 
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d'où ,  par  des  ^ffereotiatioiis  «ncctsaiTes ,  on  tira 

et  sabstitoant  cet  yalenrs  dans  réqpiation  (199)  >  on  a 
complètement 


Premaïf  le  sigiie  positif  d«  ceUe*  AendiM  ^nation  et 
fusant  J7  = ,  on  a  celle-  . 

fc^iU-ii  +  i  +  ^+^  +  etc. 

dont  la  série  est  assez  convergente ,  m^$  l'est  moins 
qae  celle  obtenue  par  la  simple  algèbre,  et  (^ui donne 
également  le  logarithme  d'un  nombre  %  par  le  moyen 
de  celui  du  nombre  immédiatement  inftriear'  s  —  1 . 
t  Voyez  mon  Algèbre,  équat.  (7a),  J  lôSj. 

25j\  Je  wê  dontaer  dans  cet  article  mne  méthode 
fort  simple  et  nouvelle ,  du  moins  i  ma' connaissance  ^ 
•  pour  intégrer  par  les  séries. 

Soit  X^dx  la  formule  dilTàrentielIe  q)i*on  veut  inté- 
grer,  et  dans  laqtelle  X  est  une  fonction  algébrique 
qiaeicQiiqtte  de  x  »  et  p  un  nombre  réel  qjnelconque 
diffàreot  de  Vunilii  prisa  négatlrement. 

Posons  réquation 

fXrdx^  ÇX'^'+f  X^^^+S^XH-J^-ctc. . . .  (a) , 
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iaoÈ Uqmlle  ^,  ^',i"....  tont des  £anctioiu indittrr 
misées  de  x ,  tt  dîfféreotions  cette  équation  ^  ce  cpi 
Boua  donner^  c^lle 

-dxf  +^S 

+  (p+  5)  rX'«irîX»^  +  et« (4)  , 

+  «'/    . 

dans  laqaelle  on  a  fait  dXr^'X'dbi?,  et  qni  devant 
aroir  lien  indépendammeat des  ?aleiirs de  X ,  sera  gé^' 
néralement  satisfaite  en  faisant  chaque  coefficient  égal 
à  zéro  ;  on  aura  drac 

QlfFérentiant  la  première  de  ces  équations  ^  faisant 
dXf/=szX''dx$  et  mb^tuftoft  k  yaleur  de  J^û^^  la 
seconde  équation ,  oa  a 

X' 

De  même différfitiant  cette  dernière  équation»  faisant 
dX'  =  X'dx ,  et  substituant  la  râleur  de  di^  dans  la 
troisième  équaâon  du  gronpe  (c)  ^  on  a 

enfin  ,  continuant  de  semblables  calculs  ,  on  trouTera 
par  des  diflEéxentiatioai  et  anbéritwtions  suecessires  , 
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autant   de  valemrs    d'antres    fonctions  indétenninies 

^,  ^ de  X  en  fbnttions  connues  X',  X',  X*.  #- . 

de  la  même  yariable ,  qu'on  roudra  en  avoir. 

Substituant  ces  valeurs  de  ^  »  ^»  4'* . . .  dans  l'équa- 
tion (à) ,  on  a 

Appucations  I.  Intégrer  la  formule 

x"dx  (a +bx»+cx*»+ etc.y 
par  Us  séries. 

II  est  aisé  de  voir  que  si  l'on  entre  le. facteur  x* 
sons  le  lien  de  la  puissance  p ,  la  formule  proposée 
sera  de  la  forme  Xfdx ,  et  par  conséquent  son  inté* 
gration  par  les  séries  n'offrira  plus  aucune  difficulté 
en  se  servant  de  l'équation  (aoo)       . 

IL  Intégrer  par  les  séries  la  formule  d»  V^i-f-zx. 

Nous  avons  p  =  i  et  X  =  i+xx;  donc 

X'  =  flx,     X'  =  a,     X'^o; 

et  substituant  ces  valeurs,  dans  l'équation  (aoo) ,  on 
a  celle  par  série 

+  ^'^^^  +etc.  +  const (A) 

qui  peut  se   continuer  indéfisiment  et  sans  plus  de 

calculs 
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calcuk  ,  car  U  loi  qui  fégir  ses  termes  le  montre  d*une 
manière  bien  éri^ente,' 

a58.  II  est  à  propos ,  lorsqu'une  méthode  générale 
d'intégrer  par  les  séries  ne  donne  pas  dans  quelques 
cas  particuliers  oùonTapplique^  des  fuites  convergentes 
dans  tout  leur  cours,  ou  pas  assez  convergentes,  de 
modifier  cette  méthode  de  manière  à  la  rendre  la  plus 
favorable  possible  au  cas  que  Ton  traite.  Je  ne  puis 
donner  des  règles  générales  pour  ces  modifications  ^ 
car  elles  tiennent  priqdpalement  al  habitude  du  calcul 
et  à  la  sagacité  du  calculateur  »  mais  )e  vais  en  donner 
un  exemple. 

L'équation  (A)  d<)  Varticte  précédept  a  son  second 
membre  qui  ne  con'^erge  qne  jusqu'au  terme  où  l'ex- 
posant de  1 +XX  cesse  d'être  <  que  aa:*+i .  En  eflFet , 
le  m'^"*'  terme  de  çt^t  smte  étant    .       .  * 

am-Hi 


h  terme  suivant  serk      '  '    '   ^ 


sm-f-S 


OjHj^^) 


(  2TO  ■+•  1  )  (  2?ii  H-  3)  ar*""+-«* 
Afin  que  la  sérié  soit    convergente ,  il  faut  que 


— — >  .      -.  ^c^»  ouax*H-  r  >- 


arfi+i 

du  moment  qrie*'  t^e%ppsant  *  de  x^+i  qui  "va 

toujours  en  croissant,  sera  >fix* -fis  la  suite  (h)  de 
l'article  précédent  div^era.  Chercha  os  doii^^  à  trouver 
l'intégrale  àedx  ^ \-{-xx  par  une  suite  convergente 

124 
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dans  toot  mm  coim.  Pour  y  panrtnir  ,  modifiotts  la 

luduida  générak  de  l'article  sÂj  en  posant  l'équatioa 

dans  lafoeUe  {,  ^ sont  des  fonctions  indéter-^ 

minées  de  x. 

Diffifarentiant  cette  éqoation  (a),  passant  tons  lej 
termes  dans  le  second  membre ,  et  ordonnant  par  rap- 
port anx  puissances  de  i-f-xx  «  on  a  l'équation 

o  =  dlxii+xxy+x^dxUi'i^y  ' 
-dxf  +dZ    § 

qm  ,  évidemmait  «  ne  peut  avoir  généralement  lien 
qu'en  faisant  chacun  des  coeffidens  des  différentea 
puissances  de  i  -f-  jcx  égal  i  xéro ,  ce  qui  donne  lee 
^alit^ 

dg'^x^dx    \d'où/4^=-i/x*ifc=-^ 

etc.  J         l  etc. 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (è),  il  vient 
^e 
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vp  ,  ^  ,  £L 

H ^^^7— T5  +  «tc.l+coiift (aoi) 

dont  la  série  ett  évidemment  coayergente  dans  toutaoi^ 
cours  :  en  effet,  le  m"""  terme  de  cette  série  étant 

(am— i)<am+  O  â  +  ^cx}— •* 
ie  suivant  ert 

< am+  i)(a7n  +  3)  (1+  xjp)"* 
^oiic  pour  «pie- la  série  converge,  3  faut -que  Ton  ait 


:am — 1  ^  (um+3)  (i  +xx) 

ce  qui  ne  peut  être  autrement  ^qtieîle  que  soit  là  valeur 
réelle  positive  on  négative  de  x. 

Si  Ton  prend  dans  Téquation  (^1^  l'intégrale  nulle 
lorsque  x  =  o  ,  on  aura  coost  =  o. 

Mais  d'un  autre  côté  l'on  a  ^ 

fiU  y/TTTs^f-;^  +  f-^§= (o; 

et  comparant  identiquement  le  dernier  terme  intégral 
de  réquation  (<)  avec  le  premier  de  l'équation  (i5o) 
([art  ai83,  il  vient 

n  =  2g    a=i,    &  =  i,    7n=a,    ^  =  — |; 
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or  y  n  -^im=  a  — -ai  devant  donner  pour  i  une  valent 
«ntière  et  positive,  on  a  i=  i.  Substituant  ces  valeurs 
dans  réquation  (i5o)  >  et  prenant  le  signe  négatif  du 
dernier  terme  à  cause  de  i  nombre  impair,  il  vient 

%nfin  substituant  cëtïe^  valeur  dans  Téquàtion  (c) ,  et 
se  rappelant  que^ 

/Vci+xxïv^'^  l^^V^H^  Céq;Xi38),  art.  207], 
oa  aura  empiétement  ' 

^  prenant,  ^çomape  pour  Tintégfatioitpar  eàrie^  lin* 
tégrale  égale  à  zéro  lorsque  x  =  o. 

.  ^  De  réc^atidtt  ii)  ««  tii:r        .  ^     ^  -  - 

et  substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de 
fiixy/t+xx  dcimiéepàr  l'équation  (aoi),on  k 


J*ai  déduit  dé  cette  formule ,  dans  àHés  Biêlah^ 
mathémaùqii^ ,  pages  3i  et  3a ,  une  nouvelle  expres- 
sion très- convergeqte  du  logarithme  d'uunonlbre lani 
passer  par  les  logarithmes  antérieurs. 
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aSg.  n  semble  au  preipier  lÉpect,  que  la  méthode* 
parlicalière  qui  oons  a  si  bien  réiissi  pçur  pbtenir  Via-* 
eégrale  de  dx^i+xx  par  une  série  convergent» 
dans  tout  son  cours  (art.  a58)  ,  pourrait^  en  se  gêné* 
ralisant  par  la  substitution  de  X ,  qui  représente  uno 
fonction  algébrique  quelconque  de  a:,  i  la  pUce  de  la 
fonction  particulière  v/i+^^  >  ^e  d'une  utilité  au3çi 
précieuse  dans  les  intégrations* p^  séries  de  toutes  le» 
fonctions  différentielles  algébriqiie3 ,  et  deyenir  par  là 
plus  avantageuse  quelesmé^odes  enseignées  aux  article^ 
d56  et  2257.  Mais  il  est  aisé  de  s'assui-er  du  contraire  ;  car 
si ,  suivant  la  méthode  de  l'article  a58 ,  on  posait ,  con- 
formément à  l'équation  (a)  du  tnim^  article ,  «celle 

/XFAt7=|X^  +i'Xi^'  +  f  ?C^+etc. . .  .(a)^ 
on  aurait,  en  la  différentiant,  l'équation 

+  c,-op-.te}x-:^^, » 

qui  serait  généralement  satisfaitiç  «a  égalant  chaqn» 
coefEcient  de  X  à  zéro  ^  â*où  résultenûent  fiutant  à^ér» 
quatiotts  difiEérestieUesque4'indéterpninées ^,  ^y^ **  •» 
mais  qui  ne  pourraient  donner  les  valeurs  de  cesdemières^ 
fonctions,  que  par  des  iikégraidoos  e|t  snbftîtiitions  suc- 
cessives ;  au  lieu  que  par  la  métbodp  4^^^^®  de  l'ar- 
ticle a57  y  on  a  ces  niâmes  indétermittéet>par  de  siiople^^ 
substitutions  et  différentiations.  sncoessiyes  »  ce  qui  est 
beaucoup  plus  simple  et  plus  fac;Le  dans  un  grand 
nombre  de  cas.  Cependant  dans  quelques  cas  parti- 
culiers ,  tels  que  cduî^que  nous  'avons  traité  â  Tar- 
tiole  a58j»  les  intégrations  à  ^9C^a^  étant  aussi  facile^ 
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*que  les  diOFéreûtiationftes  plus  simples  ,  rinconyénîeBt 
«nM{uestion  a  disparu,  et  il  en  est  résulté  une  forme 
beaucoup  plus  afantageose  pour  l'intégrale  par  séri» 
de  dx  }/ 1  -f-  XX. 

a&o.  Quoigue  nous  n^ajions^  considéré  dans  Tarticte 
Sk^j ,  la  lettre  X  que  comme  représentant  une  fonction 
"klgébrique  de  x^  on  pourrait,  dans  certains  cas,  et 
même  avec  quelques  avantages  sur  toutes  Tes  autres  mé« 
thodes,  se  servir  de  la  méthode  de  l'articfe  *xSj  pour 
intégrer  ^dx  ,  lorsque  X  représente  une  quantité 
transcendante.  Par  exemple  ^  soit  X  =  £r  ^  d^ou 

Substituant  ces  valeurs^  dans  Téquation  (aoo) ,  on  a  celle 


-f-  const .(aofl) , 

dont  la  série  devient  pour  toujours  convergente  du  mo* 
ment  que  p+n^i  sera  '^Ix,  en  représentant  par  n  la 
xuunbre  variable  qui  indique  le- rang  de  chaque  terme 
de  la  série. 

En  emplpjrant  pour  obtenir  Fintégrale  de  la  même 
formule  (Ixydx  ,■  uae  méthode  semblable  à  celle  de 
l'article  a58>  et  que  nous  avons  généralisée  i  Varticle 
aSg ,  on  aura  Téquation 

/dx  {ixy  ==  X  (ixy — px  (ixy-'  +p  ip^i)  X  (ixy^ 

+  çoB$t ,.(a), 

Aont  In  série  devient  pour  toujonra  divergente  lorsqaa 
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/y— 'ii-f-1  etif^  lx,9B  représentant  toujonr»  par  n  le 
même  nombre  variable  que  précédemment. 

iàGi.  Noas  aDonsBiaintenant  nous  occuper  de  Tinté- 
gration  générale  des  quantités  logarithmiques ,  et  nous 
commencerons  par  cbercber  l'intégrale  de  la  formule 
XdxÇ^lxy,  dans  laquelle  X  représente  une  fonction 
algébrique  de  x,  et  en.premier  lieu ,  p  un  nombre  en- 
tier et  positif.  Faisons 

/^=ç....../£:2:±=ç»4 "• 

«t  noue  aurons  d^abord 
d'où 

pux  (ixyz=^(ixy^pf^iixr-' ...(c); 

et  par  conséquent  nous  aurons  aussi  les  équations 

f^Qxy^=^  Qxy^^ip^iip^  QxyA 
*ydx\ 


/^ 


ix=^'yix^^y 


qui  ont  cbacime  pour  premier  membre  le  facteur 
intégral  du  dernier  terme  de  Téqnation  qiÂ  précède 
immédiatement;. donc  par  des  substitutions  succès- 
«Tes  depuis  Téquation  (c)  )usqtt'i  la  dernière  en  (^ 


K 
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il  Yiendra 

le  signe  +  lorsqae  f?  est  un  nomt>re  pair ,  le  signe  — - 
daos  le  cas  contraire. 

Cette  équation  a  son  second  .membre  composé  d'un 
nombre  limité  de  termes,  lorsque  p  est  un  nombre 
entier  et  positif ,  mais  il  ne  faut  pas  conclure  de  là 
que  toutes  le)B  fois  que  TejposaDt  p  est  un  nombre 
tel  que  nous  le  supposons  dans  ce  moment ,  l'intégrale 
de  Xdx  C^)''  soit  donnée  exactement  ^  car  les  inté- 
grales particulières  représentées  par  | ,  ^' \^^ 

peuvent  n'être  elles-mêmes  donnéee  que  pax  approxi- 
mation. 

Si  p  n'était  pas  un  nombre  entier  et  positif,  la  sérié 
de  l'équation  (ao3)  serait  infinie  ^  en  exceptant  poar- 

tânt  le  cas  oà  X,  serait  =  -  :   c9x  dans    ce  dernier 

cas ,  quelle  que  fût  la  valeur  de  p  différente  de  l'unité 
négative ,  on  aur^t 

/^(ir>'=2^'+const (,o4), 

et  si,  pour  la  même  valeur  de  X  on  avait  p  =  «—  i  > 
alors  on  aurait       ■ 

^°^  (ir  )-  =  /  (it)'  +  const Cao5). 


r- 


ExBMPtBS.  I.  Iriiéffrer  — — ^. 
.      ,         °        I  —  X 

Çompnmt  ôette  quantité  à  la  formule  généra]tf 


Digitized  by  VjOOQiC 


d'une  seule  yariable.  '577 

Xdçc  (Igcy,  il  vient 

P  =  i    et  x  =  -L^; 

d'où               g=:yl^=^./(,-*). 
«t  4'=— ^^^^^^=/di+i/a^«^r-^4/x•dx+ctc; 
Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (ao3) ,  on  a 
=  cbnet  —  Ixlfi  —  x") 

-t+T  +  f  +  rG+'*^-i «• 

Si  l'intégrale  devait  s'évanoBÎr  lorsque  x  =  i ,  on  aurait 

const==  1  4-^  4-  ^  + J-4.  etc.  à  l'irfm  =:|w^ 

en  représentant  toujours  par  9- la  deaii-circonféresce 
du  cercle  dont  le  rayon  est  Tunité  (*) ,  ce  qui  don- 
neroit  complètement 

,  (♦)  On  sait  qœ 

sÎDo»  ••  «4  ^ 

•  a. 3       a. 3.475  ' 

or ,  en  eicaptant  ]e  cas  ob  laitmc  fin  •  pro  en  viéfnt  'tdmpi  gne 

•  so,  cequi^onnenût-ss  1^  iJ  cft  dMÎi  g^e  t(ni)f  i^txe  wdeoç * 
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On  peut  intégrer  la  même  formule  différen^elle  d*an« 
antre  manière  que  nous  allons  mentionner ,  parce  que 
l'intégrale  que  nous  trouverons  concurremment  avec 
celle  (A) ,  nous  conduira  â  trouver  la  somme  d'une  suite 
indéfinie  de  termes  qui ,  i  ma  connaissance ,  n'avait  pas 
encore  été  sommée^ 


et  m  qui  vendra  ùam=io,  «eni  an    molnple  dm  w^  donc  Im 
lacinei  de  Tëqnatton 

•ont  V,  MT  »  3ir à  rinfim.  Ainsi  faÎMnt  ••=:•,€•  q«i 


Vëqoation  (/)  «n  oeQe 


•C  nnldpliant  cette  éqoAtion  par  k^,  on  amra  celle 

dont  il  cet  êri^t ,  d*aprèe  Téqnation  de  relatîon  entre  •  et  x  | 
qoe^  les  cacinei  sont 

— ▼  »     '3— >  0     •*— .  etc.  à  rinfinî  ; 

donc»  diaprés  la  tb^rie  des    ëooationSy  le  coefficient  — ^  dn 

sceond  tenne  de  Ve^nation  (^)pns  arec  nn  signe  contraite,  est 
égala  la  somme 

d'oà  Ton  tira      •  ^ 

i-»-T-*-5-»--^H.et)cli  l'mfiu  s=  4  er». 
C«it  Jean  BeraonlU  qoi  U  ptemler  a  nonW  ce  r^nlcat  reînaïqHable. 
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ïaîiaïit  j^rsi — X,  d'où  a:  =  1  — j^  et  dxss^dy, 
on  a 

/dxlx f*dy  l(i — jr) 
*-^  ""    J        y     ' 

ou ,  mettant  poor  j^  sa  valeur  i  '^x  ,i\  yient  complè-' 
tement 

/-^  =  ,_:„+ li^^V^i^=^ 
J   1 — ^  4  9 

+Çiz^+,te oy,    ' 

en  prenant  ^  commQ  précédemment  ^  l'intégrale  nnllû 
lorsque  «=  i.  * 

Egalant  les  valeurs  do    /  -^*^  prises  dans  les  éqna-* 

tions  (  A  )  et  (i) ,  et  isolant  \t^  deux  séries  dans  14 
second  àiembre  >  on  a 

i,^.ir/(.-x)=,_x+(i^'+^-i:^V^+etc. 
et  faisant  x=3^  ^  on  a^  toutes  réductions  faites  ^ 


{*]  Retranchant  cette  Ration  de  celle 
1     .  II 

^  4      S 
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n*  Intégrer  x-dxChc)». 

Nous  avons  dans  cet  exemple  >  X  =  x*  ;  donc  les 
équations  groupées  en  (b)  nous  donneront 

et  substituant  ce»  valeurs  dans  l'équation  (ao3)  ,  nous 
aurons 

(TO+  i.y        j 

îe  digne  positif  lorsque  m  est  un  nombre  pair,  le  négatif 
ihns  le  cas  CQntrai]:;e. 

Si  7n  =—  1 ,  alors  la  formule  précédente  ne  peut 
plus  servir  ;  mais  dans  ce  cas ,  la  formule  difFérentielle 

étant  {lxyà,{lx) ,  son  intégrale  est  Vpf- 

aSfl.  Si  p  était  un  nombre  négatif,  alors  les  ex- 
posans  de  Ix  dans  la  formule  (aoî)  iraient  toujours 
en  augmentant  ;  mais  on  peut  dans  ce  cas-là  trouver 
une  intégrale  qui  i^a  piis  cet  inconvénient. 


démontrée  daoi  le  reiiToi  pr<îcédent,  on  a  Tëquation  auiraBtt  et 
aaaes  icmaiijQaMft 

(/,).  =.  2^  +  ?!=ll  +  ^2pl  4.  ?iZÎ  +  etc.  *  rinfini. 
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En  effet; 

pKdx  _  .^         dx    ^ 

âx  '  —1 


«•  /. 


JifTSyp  —  (  p  _  1  )  (  itc  y-»  ' 
donc 

'  .  '  'fi 

/XcLc — Xx        ,      1      /*d.Xx  ^  ^. 

Soît  mainteiiaiit 

d.Xx:=Xdx,  JJCfo—X'ifa,  rf.X'V==X*dx,6tc.-.(6); 

la  valeur  de  il.Xa?  substituée  dans  l'équation  (a)^ 
donne 


et  pair  conséc^neot  (m  a  sûceesj&rement'    ' 

r  x'dx  _  yx  1      rx*Aé  -. 

J  (  ir  )F->  —       (pi— a)(/a:y-»  "^  p—  a'  J  (  Lx  )^— * 

';    1       etc.         '         ^  •  * 

^  ■     •  ■^  '     '  -Il  '■;   ■ ■' 

Or ,  chacun^  de  pes  équatîona  ayant  four  promiet 
membre  le  facteur  intégral  du  ;  d^ni^  tefcme  d# 
l'équation  qui  la  précède  immédiatement  ,  on  aura 
)^ar  nue  luite  de  substitutions  sîiccesfliTef /Téquàtioik 


Digitized  by  VjOOQiC 


fl 


36$  ursioaiTioa  de»  rovcriom 

'Xdx,J_  X 

rx  I  ^'^a:    X'jixy     ,  •■     X'(/x)» 

L    >-a^0'-aX;'-3)  ^  (p-3) C/'-S)  0^4) 

+7:o::::(^=3)J+7:ïïx:(?=I)7  ^n^:— cao»). 

dans  laquelle  la  série  est  d'un  nombre  limité  de  termes 
4i/>estun  nombre  entier  et  positif,  et  alors  le  dernier 
terme  de  la  série  sera  celui  que  noos  ayons  écrit  dans  la 
formule  précédente  ;  mais  Â  p  n'était  pas  un  nombre 
entier  et  positif,  il  faudrait  supprimer  le  dernier 
terme  de  lâ^  série  €e  la  formule  (ao8)  ,  et  continuer 
îndéEniment  cette  série  d'après  la  loi  qui  ré^t  ses 
termes. 

aS5.  Cependant,  lors  même  que  p  est  un  nombre 

entier  et  positif,  Tintégrale  de  Tjgrj  ne  peat  s'obtenir 

exactement  qne  m  XO-'^c=- ;  cér  4ans  ce  dernier 
cas  on  a^ 

«t  pour  tout  autre  cas ,  le  terme  intégral  du  second 
membre  de  l'iquation  (aoS)  n'est  donné  qu'approxi- 
mativement  par  une  ou  plusieurs  séries  d'un  nombre 
bfini  de  tenues  qui  sont  régies  ]par  Une:  même  loi  qui 
ttous  aUons  déterminer. 

L'inl^ation  de  la  fraction  — j peut  toi^oura 

être  ramenée  aux  intégrations  d'un  certain  nombre 
de  fractions  te^es  que  celle  —^ ,  dans  laquelle  m 
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tst  un  nombre  quelconque.  Soit  donc  a;****  =  y ,  d'où 

ce  qui  donnera 

"TÔT  —  fy  • 
il  ne  8*agit  donc  plus  que  de  tronyer  l'intégrale  de  la 
fraction  J^  qui,  quoique  très-aimple^ne  peut  8'inté|prei 

qna  paf  une  série  infinie.  Yoici  une  noanière  d'obtenir 
cette  intégrale  illimitée.  Soit 

ly=u,  d*oùjr  =  i+tt+^+j^+etc.; 
donc 

-/«+r,^.-+_^  +  etc., 
et  substituant  la  valeur  de  u ,  on  a 

+  const (309). 

Le  r^^  terme  de  cette  série  est      ^^^^" r-,  et 

par  conséquentle  (n+i)'^^ terme  est— 5 — i22__j 

ainsi  la  suite  (^09)  est  divergente  tant  que  n*  est 
<  (  n  —  1  )  ^  ;  mais  du  moment  que  u*  devient 
X  «  —  1  )  /y ,  la  suite  en  question  devient  pour  tou- 
jours convergente. 
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.Substituant  dans  la  formule  (aoj)  la  yalcur  a"*" 
de^,  il  vient 

(zH^/^y+Çî!L±i)î(te)4+etc.4-con.t...(aio)C*3. 
fl.3  a.  0.4* 

n  est  aisé  de  toii"  que  n  représentant  le  même  nombre 
que  précédemment,  cette  série  sera  divergente  tant 
que  n»  sera  <Crï—  1  )  (/»  — 1)  ir;  et  qu'elle  devien- 
dra pour  toujours  convergente  du  moment  que  /i*  sera 
>  C«— OC'»»— ^)  ^• 

Nous  trouverôn5.à  l'article  267  ,  des  intégrales  par 

'  des  suites  infinies  des  mêmes  quantités  -^  et  —j^ 
qui!  à  l'inverse  de  celles  (209)  et  (aie) ,  convergeront 
dans  le  commencenrttot,  et  divergeront  ensuite  à  per- 
pétuité. 

Pour  Enret  une  apf^cation  des  tSéories  développées 
dans  l'article  précédent  et  dans  celui-ci ,  proposons- 

nous  d'intégrer -^2^. 
'  Nous  avons  X=  af*,  d'où 

X'i=  (m+i^x*, . .  .XCF-»y  =(/ii+i)^-*x« 


J*]  Le  premier  terme  de  cette  s^ie  devrait  ^trc  /[fm  -♦-  i)  /«]  i 
maïs  à  cause  que  ccùc  dernière  quantité  e8i:r/(m^i)-*-/^«» 
que  /  (  iM  -H  I  )  est  une  qiHimU^  constnitet  je  l'ai  r^etée  dans  k 
constante  indéterminée  de  Tint^rale. 

'  féquat. 
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[  équat.  (&)  I  art.  a6â  ] ,  et  subnituant  ces  valeurs  daos^ 

— 2 —  [^équat. 

(aïo)],  on  a 


(m+i)'- 


l£/ii+(m+0i:r+^2i±il'c/x)'+etc.] 


"*"i.a.3...(p— 

+  con»t (a»0 

Si  m=—  1 ,  la  fonnnle  précédente  se  rédtûtà  celU 

(aia), 


h 


ce  qui   au  reste  pourrait  se   déduire  à  priori  de  la 

formule  différentielle  placée  soqs  le  signe  d'intégratioa 

dx       j  , 
puisque  -^-sz  d.lx. 

Passona  maintenant  i  Tintégration  des  dilFérentietlet 

exponentielles,    f 

264.  Lorsqu'on  aura  â  intégrer  des  dilTérentielIes  dans 
'  lesquelles  il  n'entrera  que  des  fonctions  de  quantités 
exponentielles  du  premier  genre  et  du  premier  ordre , 
telles  que  celles  généralement  représentées  par  F(a')dx, 
les  intégrations  se  réduiront  à  celles  de  simples  dilTé^ 
rentielles  algébriques.  En  effet ,  faisant  a*  =:jr ,  d'où 

da;=  —^,  il  ne  restera  pins  qu'à  intégrer  la  diffé- 
rentielle algébrique  /(y)  dy. 

Par  exemple ,  soit  proposé  d'intégrer  la  différentielle 

â5 
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exponentielle  ^-—-—-.Faisant  a*  =:;y ,  on  a  U 

transformée  ,jL g  dont  Tint^ale  eat 

2^arc(8m=jr)} 


Â 


donc 

p^^;;^  =  ^arc  (  «in  =  a« )  +  coiut. 

sGS.  Mais  ai  la  différentielle  proposée  renferme  , 
outre  les  quantités  exponentielles  ,  des  fionctions  al— 
gébriquesyil  faut  recourir  aux  intégrations  réciproques, 
en  décomposant  la  quantité  proposée  en  deux  parties 
dont  Tune  se  compose  du  produit  de  la  différentielle  de 
la  variable  par  la  fonction  exponentielle  {*)  »  et  Tautre 
du  facteur  variable  algébrique.  Par  exemple ,  soit  pro- 
posé d'intégrer  la  quantité  Xa*dx ,  dans  laquelle  X 
représente  une  fonction  algébrique  quelconque  de  x  » 
nous  décomposerons  cette  quantité  en  ses  deux  facteurs 

X  et  aFdx,  et  puisque  fafdxz=:j^^  nous  aurons  par 

les  intégrations  réciproques,  Véquation 

/Xa»dr=^— i/a»tfX (a). 


• 
(*)  il  est  bien  entenda  que  ti  la  différentielle  proposée  est  na 
{K^ynome ,  on  se  considère  saocesÛTement  qa^an  senl  terme  Ion- 
^e  les  quantités  aponentielles  ne  sont  pas  les  marnes  dans  plosienrs 
termes  ;  et  que  si  une  même  quantité  exponentielle  se  trouve  dans 
plosieun  termes,  on  ne  considère  à  la  fois  que  cette  partie  du  po- 
lynôme donné.  D  est  très-souTent  pins  commode ,  même  dans  es 
dernier  cas,d*opérer  successiftmeot  sor  clMcon  des  termes  du  po- 
lynôme diffcK^tiel  proposé. 
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Suit  Inaintenant  fait 
dX==JCdx.  dX'=.X'dx,  dX'=X'dx,  etc (i). 

jequi  donni^a  p»  det  tnbrtitttrioas  «icceaifes  dan» 
1  équation  (a)  ,  celle 

s»2?2!_XV       X'a*  i      ^    . 

donc  généralement  » 

+  Const (ai5). 

fluuV''  ^'  \  ^^.  'y***"'  ^^  logarithniMnatn- 
^'!l  Ï/^.™"1« /«-f^^ïe^te  éproure  «ne  «mplificatioa 
qn  11  est  bi«a  aué  d'apelxjeyoir. 

«JÏ'^V*  *''"'*"°''  *'8^l»"1»«  X  de  *  ne  renfer- 
««a  qne  d«5pn«ance.  entières  et  poritires  de  cette 
demè«  vanable.  fl  «t  clair  que  la  suite  (a. 3)14 

&«,  et  qu-eUe .•arrêter. .«terne  ^,  «n  repré- 
«.tant  par  m  le  degré  de  X,  puisque,  comme  nous 
layon. ju  à  r«ticle36,  la  différVntieile  de  îwre 
m  +  I  de  toi^t  polynôme  ne  renfermant  que  des  nuis  * 
«.ces  entière,  et  poBtiye.  d'uue  Tari2,le  1  «ÏÏ; 
«gré  m ,  est  nulle.  " 

r&rd!V^\T  ^'"^'  ^=*"'  '«?  8™»P«  d'éqnation. 
(69  «1  article  précédent  nous  donnera  ' 

X'  =  mx-r',    X'=:m(/n  — ,):c»-...    ^ 

a5.. 
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et  enGn  si  m  est  on  nombre  entier  et  poâitif  ^  on  aura 

dotkc  k  formole  (ai3)  deyiendra 

+  const (iïi4)  » 

le  signe  supérieur  du  dernier  terme  de  la  série  si  m  est 
un  nombre  pair,  l'inférieur  dans  le  cas  contraire. 

Si  m  était  un  nombre  fractionnaire  ou  négatif ,  il  fau- 
drait  supprimer  de  cette  formule  (ai 4) le  dernier  terme 
tout  constant  4e  la  série ,  puisqu  alors  les  exposans  et 
coelHcieiv  de  x  ne  pouvant  jamais  deyeoir  nuls  »  la  série 
se  prolongerait  indé&niment^  et  donnerait  une  simple 
approximation  tant  que  n  représentant  le  rang  des  termes 
de  la  série  (/ce  ^e  nous  £sroosdor&iayant  jusqu'à  ce  que 
HOuapriéFemons  du  contraire) ,  on  aurait  x/a+^+'n.^n, 
lorsque  m  est  un  nombre  fractionnaire ,  et  tant  que  m 
étant  u^  «ombre  n/égatif  dans  in  différentielle  proposée, 
on  aurait  xla^^a  '^m^  n,  m  étant  ici  pris  positive* 
ment.  Ainsi  nous  voyons  qu^tsi  m  n'est  pas  un  nombre 
entier  et  positif,  Tintégrale  de  a:"a*<i:vrn*est  donnée  qae 
par  une  série  aemi-convergente  qui  peut  faire  obtenir 
une  approximation  coQYjeoabll»  deptfis  le  premier  ternis 
de  la  série ,  jiisqu'^  celui  où  la  conv^genoe  se  change 
en  divergçi^ce^  ^toutsi  Vespos^n^  rn  est'un  nombre 
fractionnaire  positii,  c^  4aaA  lequel  la  convergence 
s'étend  plus  loin  que  celui  où  m  est.  négatif  »  ai^çi  qu'il 
est  aisé  de  le  voir  par  les  deux  inégalités  de  conditioa 
pour  la  convergence  mentionnée  ci-dessus. 

267.  Faisant  m  =—1,  la   formule  (ai^}  now 
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donne  celle  .  '  ^  - 

+  const. (2i5). 

Soit  a  =c=  à  la  base  du  système  des  logarithmes  na-* 
turels ,  et  ^  =?  û*,  d'OÙ 

x=A*     et,  —  sa -^u,  .     - 

Substituant  ces  vdeurs  dans  la  foi^krle  ^t^  5>)^ ,  oti  a . 

/êy         y  r      .    1     ,      fl     -  ;  tflC'3*^-  •    '     "t' 

+  const .(ai85-  ^  ' 

Cette  série  semi-conyergente  dana  h  senst  inverse  do 

celle  (aog),  puisqu'elle  ne  converge  que  jusqu'au  terme 

où  /y  -f"  i  cesse  d'être  >  n\  sert  coacurremmcnt  avec 

la  formule  (aogj)  à  trouver  rintégral»  aussi  approchée 

rfv 
qu'on  le  désire t  de  '-^',  tSLt  si, y. représente  un  petit 

nombre,  comme  alors  on /sera  vite  p^ryentria)!  terme  ou^ 

n'estX/i— i)  ly,  on  se  servira  de  la  formule  (209)  ;  et 

si  au  contraire  y  représente  un  grand  nbrtibrà ,  alors  le 

terme  où  1  +/y^oella8e 'd'être  >>  n  dans  la^ formule  (a  16} 

étant  fort  éloigné  du  premier ,  on  aura  8ftuvent)le  temps, 

avant  d'être  parvenu  à  ce  tetmè,  dé  troutfi£Tinfégrale 

dy 
de -j^  avecan»appro]ûiiifttion>Sttfiiiai^f.  ._:-  ^ 


(y 

Faisant  j^=a:*^*,  d'où  .     ....    ^  -..    -  - 
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la  formule  ^16)  donne  celle 

qpi  est  encore  lemi-convergente  en  stns  inverse  de 
celle  (310);  car  cette  dernière  commençait  i  diver- 
ger et  finissmt  par  conrerger,  au  lieu  que  celle  (217) 
commence  par  converger  et  continue  de  même  jusqu'à 

ce  que  (m -1-0^+^  cesse  d'être  >>  n. 
• 

âfi8.  La  formule  semi-convergente  (aiS)»  depuis  le 

premier   terme .  jusqu'à  celui  où   Von   cesse  d*avoir 

xla  +  *  ^^»  P®'*^  ^^*  rendue  semi-convergente  en 

sens  contraire ,  en  développant  le  facteur  exponentiel 

en  série-,  ce  qui  donne 

+  ~^ /*•<««+ «te,, 
«t  intégrant  il  vient  l'équation 


/ 


+  ;îr^-g:  +  ctc.+coust (ai8). 


dont  le  second  membre  qui  direrge  tant  que  n*  +  xh 
est  *<  nxla ,  devient  convergente  du  moment  que 
n*  +  xia  >  nj;/b.^ 

f'^ûsant  dunsU  fbnnvle  (21S)  a?5  à  I«  basç  du  t]^»-» 
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tème  des  logarithmes  naturels ,  et  jr  =  af,  on  retrouve- 
rait  la  formule  (909). 

aGg.  Au  lieu  de  décomposer  les  formules  différent 
tielies  que  nous  considérons  depuis  Tarticle  ^65 ,  comme 
nous  l'ayons  enseigné  dans  ce  dernier  article^  il  est 
quelquefob  plus  avantageux  de  faire  cette  décoraposi-^ 
tion  en  sens  inverse ,  c'est-à-dire  de  décomposer  la 
formule  proposée  en  deux  parties  y  dont  l'une  est  la 
quantité  ezponentiella  seule ,  et  dont  l'autre  est  Id 
produit  de  la  fonction  algébrique  de  la  variable  par 
la  difTérentielle  de  cette  variable.  Par  exemple  ,  repre* 
sant  la  formule  Xjc^dx  de  l'article  a6S,  no^s  la  dé- 
composerons «a  ses  deux  facteurs  d'  et  Xdx  ,  et 
faisant 

lfXdx  =  X%  fX'dx  =  X%  /X'ir=X*...].  .(a), 

nous  aurons 

/Xû»ir  =  XV  —  ïafX'à'dx 

z=:zX'à'^ila)X'^  +  ilayfX'a'da> 

=  XV—  ZflXV  +  (JaY  XTaf  —  {lay  fX'a^dx, 

et  ainsi  de  suite;  donc  généralement 

/Xc*dx=XV— /aXV+(/fl)*X*a'— (/fl)^X»'a'..,^ 

±:  C/a)*-'»X^a«zp  (/a)*  fX^'à'dx (aig), 

les  signes  supérieurs  lorsque  q  est  un  nombre  impair , 
les  inférieurs  dans  le  cas»'  contraire.  \ 

Appliquons  cette  formule  a  la  rechercbe  de  l'inté- 
grale de  — ^  I  en  considérant  m  comme  un  nombre 
entier  et  positif.  Nom.  avons  dans  cet  exemple 

A.  =  ^-r  > 
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•t  les  équations  groupées  en  (a)  nous  donnent  saoce*- 

âivement  celles 


/ 


et  enEn,  puisque  m  est  un  nombre  entier  . 

i.a.3. .  ..(m— i)  jf' 

le   signe  négatif  lorsque  m  est  un  nombre  pair^  le 
^gne  poâtîf  dans  le  c4b  contraire. 

Substituant  ces  râleurs  dans  la  formule  (aig)  ,  on  a 
celle 

X-   ""(m— i>r^'L    "^ S^Ii"^ (m— a)(m-^ 
(/a)»— *J7--*       n 

+rrrr(^r=Tyy^^- f**^^' 

dans  laquelle  il  n*y  a  plus  qu*à  substituer  la  Taleur 
du  facteur  intégral  au  dernier  terme^  laquelle  est  donnée 
par  réquatioQ  (a  18). 

La  série  comprise  entre  les  crochets  étant  finie  ^  et 
celle  donnée  par  l'équation  (di8)  devenant  pour  tou- 
jours conyergente  du  moment  qqe  n*  +  xifl>  nxla 
(  art.  2G7  )  ^  il  est  clair  que  la  méthode  d'intégration 

enseignée  dans  cet  article  pour  intégrer  ^-^  >  est  de 

beaucoup  préférable  à  celle  de  l'article  ùGÇ^  qui  ne  nous 
aurait  donné  cène  intégrale  que  par  une  série  sem*^ 
convergente  qui  divergerait  dâ  moment  qu'on  aurttt 
xki+a<Cm^n  (art.  m€6). 
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970.  La  quantité  exponentielle  a*  poorant  se  dé?e- 
lopper  en  une  suite  indéfinie  i+oc/a+etc,  il  est  évident 
que  l'on  a  une  troisième  méthode  d'intégrer  la  formule 
générale  Xa'dXfk  laquelle  nous  ue  nous  arrêl;erons 
pas  ,  parce  qu'elle  ne  présente  aucune  difficulté.  Mais 
cette  méthode,  ainsi  que  les  deux  précédentes  (art.  â66 
et  Skèi  )  y  ne  sont  pas  toujours  les  voies  les  plus  simples 
pour  parvenir  au  but  qu'on  se  propose  d'atteindre  »  et 
quelquefois  niéme  elles  entraînent  dans  des  longueurs 
dont  on  a  beaucoup  de  peine  â  se  tirer;  il  faut  dans  ce 
cas-là ,  que  le  calculateur  cherche  â  obvier  à  cet  incon- 
vénient par  quelque  artifice  qui,  bien  souvent  ,  se  pré- 
sente naturellement  et  sans  un  grand  effort  d'imagir- 
nation.  En  voici  un  exemple.  * 

Soit  prQpQsé  d'intégrer  la  formule  Tr^iv^' 

Faisons  y  =  b  +  x^  d'oà  i£r  =  rfy  et  x^=:^  — i; 
nous  aurons  donc  à  intégrer 

<^-y^  o.^^[=^_»^] M. 

a»  .^.-y—  y  y.        » 

J  y         J  y       y 

ainsi  l'intégrale  de  (a)  est 


a'ily 


Or ,  la  valeur  de  /  — ^  est  donnée  par  la  formule 
{i»^Sit\  on  anni  donc  par  «ne  sigKplti  subtfitation^Bt 
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satis  beaucoup  de  peine  ^  une  intégrale  très-convenàbl» 

de  la  formule  proposée. 

Si  Ton  fait  b=zi  et  a  =  â  la  base  e  du  système  des 
logarithmes  naturels ,  alors  l'intégrale  (6)  se  réduit  à 

— ;  donc  reàiettant  pour  y  sa  valeur  t  +  x  »  on 

tron?e 


fi 


=  — — f-  const (aai). 


aji.  Nous  terminerons  nos  recherches  sur  les  in- 
tégrations des  quantités  exponentielles ,  par  celle  do 
^intégrale  de  la  formule  différentielle  et  exponentielle 
dn  second  genre  x^dx. 

Développant  cette  formule  en  série  indéEnie  ^  on  z 
la  suite  de  termes  diff^érentiels 

qui  tous  s'intègrent  par  le  moyen  de  la  formule  (aoy) 
(]art.  aSiJ.  Effectuant  ces  intégrations  et  ordonnant  par 
rapport  aux  puissances  ascendantes  de  /Ir  /  on  a 


[• 


mx     m'x»     m'^x^      m^xi 


i.x3U     V 


m»x»      m'x*      m^x* 


*  Si  la  différentielle  proposée  pour  intégrer  est  de  Ta 
forme  x"»*^^Ac,  il  est  évident  qu'on  n'aura  qu'à  mul* 
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tiplier  le  développement  (a)  de  a^dx  par  x',  et  on 

aura  une  suite  indéfinie  dont  le  premier  terme  sera  x^dx 

x^* 
qai  a  pour  intégrale  --7--^  et  dont  tout  les  autres  termes 

•'intégreront  conune  précédenunent ,  par  le  moyen  de 
la  formule  (207)  [art.  9613. 


CHAPITRE  y. 

De  t  intégration  des /onctions  ciràulaires: 

a/d.  JtvsPfttfasiiTANT  par  X  une  fonction  algébrique 
quelconque  de  a? ,  et  par  ^  un  arc  de  cercle  dont  la 
einus  ou  toute  autre  ligne  trigonométriqua  est  x  ; 
nous  nous  proposerons  d'abord  d'intégrer  la  formule 
XJiix. 

Témmt  fXdxssX\  nous  aurons,  par  les  intégra- 
tions récifuroques ,  Téquation  , 

/X4Ac=X'$ -/X'dg, . .  .(aa3). 

Or,  d^  a  pour  yaleur  une  fonction  différentielle  algé* 

brique  Xéquat.  (19) (a5)  ,  art,  i6]  ;  donc  Tinté-* 

gration  de  la  différentielle  proposée  est  ramenée  1 
celle  des  fonctions  dififérentidles  algébriques. 

Par  azemple^  soit  X  =  x*,  ce  qui  donne 
doM  inlMtitiMnt  à  la  place  d^  X'  vetta  râleur  dan* 
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Féquation  (îmi5>,  et  successivement  à  la  place  dé  ^  les 
êica  que  représente  cette  lettre ,  on  aura  let  équations 

y]r«dLrare(iin«x) 

^_arc  c.«  -  ^  )  -;q::;  J  p7(irss^) 

/x'ir  arc  (  tang  =  a:  ) 

a:^'        ,                ^         I      rx'^'^'dx 
=s— -— ar€(taûg=x) r-  /  — ; 

x^'        ,    ,   '        \          \      r  x*-*"dx  \ 
= — -— arc  (8ec=:x) r—  /-77-T r 

fx^dx  arc  (sin-yer  =x) 
=— r—  arc  (im-ver=:c)  —  — r—  1  — j —       . 

Metttet  respectivement  dans  les  trois  premières  écpa- 
tiorrs  de  ce  groupe  les  quantités  arc(cos  =  x)  , 
arc(cot  =  x)  et  arc  (co8éc=j7)  à  la  place  de 
arc  (sîn  =  x)  ,  arc  (tang  =  a;  )  et  arc  (  séc  ^=  a:)  ; 
mjm  dianiE^eaiit: le  signe— ^desdermecrtetmBtfemcebii 
+  >  on  aura  les  intégrales  dé  oj^dxâm  (ot^sax)  , 
x^dx  arc  (cot  =  x  )   et  x'dx  arc  (coséc  :=^^)> 

Soit  R  ==  3  ^  ce  qui  nous  donnera 

i  -^  P  x^dx 

/yi£rarc(sih=cr)=îr'^x*arc(ain==sJcy-^7  F  "  ) » 

.       +  .AU  V  I-JCJ7 

et  substituant  à  la  place  de  ce  dernier  terme  intégral 
•a  valeur  Awraée  parFéqufttion  (l5i>t^t*-^^o]*  ^ 
viendra,  toutes  réductions^ faites , 

/ôr'dxarc  (sin=x)  :î=r6  [4^  —  D arc(sin  =  a:> 
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Mais  ai  71=—- 1 ,  alors  les  formules  (aa4)  ne  peuvent 
plus  servir  ,  etpii  y  suppléera  aisémeat  en  faisant  atten- 
tion que  dans  ce  cas  /  —  étant  z=zlx,  l'équation  (aa3) 
donnera  successivement  celles 


/ 


dx 

—  arc  (  sm  =  X  ) 


=  irarc(8in±=x)  —  C  ^^^^     ] 

—  arc(tang  =  a?) 
s=:/a;arc(tang=x)  —  /- 


âxlx 


f 


dx 

-^  arc  (séc=:a:) 


+  XX 


=  /rarc(séc=a;)—  ^  ^^^ 

— 'arc(sin-^er:=:a7) 
ss  ir  arc  (8in-yeit=jr)—  j  .       ^ 


,(aa5}. 


On  ne  peut  avoir  ces  intégrales  qu'avec  approxima- 
tion ,  par  les  développemens  en  suites  indéfinies  des 
derniers  termes  des  équations  (aaS)  ;  car  si  pour  inté- 
grer ces  derniers  termes ,  on  se  servait  de  la  formule 
(aoï)  [  art.  a6 1  ] ,  on  pmrvîeadrait  à  des  équations  iden- 
tiques. Par  exemple ,  pour  intégrer     f^^    , ,  on  a 

Kl— XX 


d'où 


^('"/?ê^)='''^"'°=^^ 
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et  ^^rdxwrcÇHn=xy  _^ 

doue 

J  \/l—XX  J  X  ' 

et  9iibstituant  cette  Taleur  dans  la  première  équation 

dtt  groupe  (aa5),  on  parvient  i  une  équation  iden- 

dx 
tique  ;  mais  développant  --p==x  en  série,  l'équation 

en  question  deviendra 

dxarc  (8in=:x)       ,         ,\  ^       ^,  , 
^ i  =  iirarc(sm=ax)— /îix/x 

—  ifj^djdx  ^ifx^dxlx  —  etc. , 

et^  il  est  aisé  de  voir  que  tous  les  termes  du  second 
membre  de  cette  équation ,  s'intégreront  aisément  pat 
le  mojen  de  la  formule  (ao3)  fart.nGi], 

ayS.  Représentant  par  X  une  fonction  algébrique 
de  X ,  et  par  $  un  arc  dont  la  ligne  tpgonométriqne 
est  une  fonction  algébrique  quelconque  de  x  ,^  propo- 
sons-nous d'intégrer  la  formule  diflFérentielIe  circulaire 
X^dx. 

Différentiant  $"/Xdi,  on  a 

d  l^fXdx2  =  Ç*Xdx  +  nÇ-tdÇfXdx. 

Prenant  dans  cette  équation  la  valeur  de  X^dx ,  et 
intégrant  l'équation  résultante  ,  on  a 
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Soit  fait 

fXdx=^:xA    r/x'i£r=x.i    r/x'^=:X3] 

x'=:^r  jx*=ïi^r  Jx"=î2^  ['•'" ^*^* 

Le  premier  conple  d'éqoations  en  (3)  réduit  celle  (a) 
i  la  forme 

/X$-ir  =:X,$—  7»/X'Ç->i£r (c), 

d*oà  Ton  déduit  snceeMlYement  let  équations 

/xc-'-y^i'^^'x^lx^^^^^^ 

Or,  le  facteur  intégral  du  dernier  terme  de  chacune 
de  ces  équations,  à  commencer  par  celle  (c)  ,  éunt 
le  premier  membre  de  Téqnation  qui  la  suit  immé« 
diatement ,  on  aura ,  par  des  substitutions  successives , 
réquation  générale 

—  n(iw-i)(n— a)X4—3...=t:i,a.3...„x^ 
H-const (996). 

Cette  intégrale  n'est  finie  que  si  n  est  un  nombre 
entier  et  positif  ;  dans  le  cas  contraire ,  il  faut  supprimer 
le  dernier  term^  de  la  formule  (996),  et  la  série  i^p  pro* 
longe  indéfiniment 
Soit  fait 

X=:i     et    Ç=sarc(  sin  =  x); 
a]ors  les  équations  en  (b)  donneront 

X,=ix,    d'où    X'=        ^       ; 
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donc    X,  =  — V^i— arx,  icTou    X'  =  — i; 
donc    X3=:— X,    d'où    X^sr:  — — ==-: 

donc        X;,=  t/i— XX,    d'où    X»^s=:i;     ' 

ce  qui  pent  se  continuer  indéfiniment  sans  autrcji 
calculs  ;  puisque  de  quatre  en  Quatre  les  mêmes  résultats 
se  reproduisent  avec  des  signes  contraires. 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (aa6) ,  on  a 

/tare  (8in=:x)]*cic=:  xfarc  (sin  =  x)^'' 

-l-îi  V^  1 -xx[]arc(6in=x)3""*— nC'»-!  )xtarc(sin=x)]"^ 

~ji(»— OC»— a)  ^A — XX  [Drc  (sin =x)3*"^+«^c. 

+  const (227). 

Cette  série  qui  est  finie  lorsque  n  est  nn  nombre  en«- 
tier  et  positif^  a  pour  dernier  terme  rb  i.a. .  ..itr, 

ou  ±:  1  .a. .  4  .n  V^i—o;»»  suivant  que  ji  est  un  nombre 
pair  ou  impair. 

Faisant  ^t=arc  (tangssx)  et  toujours X=i  ,onne 
pourra  avoir  l'intégrale  exacte  de  []arc(tang=:x)]*dx, 
en  supposant  même  que  n  est  un  nombre  entier  et  po- 
sitif,  qu'en  tant  que  (i  sera  =1  1.  En  effet ,  d'après  les 
valeurs  deX  et  ^,  les  équations  groupées  en  (6)  donnent 

X,  =  X,      X.r=i/(l  +  XX). 

^~âj         i-f-xx         ""2^     x(i+xx) 


=1/. 


/(i  +xx)dJii+xx) 

X 

st 
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*t  faisant/ (i+xx)=ay,  d'où  x=  V^ê?--*^  *  on  aura 

4  J  \/ey—i 

inté^le  qui  ne  peut  s'obtenir  que  par  les  séries  indé^ 
finies.  Ainsi  tant  que  X3  se  trouvera  dans  le  calcul , 
te  qui  aura  lieu  si  n  >  i ,  la  formule  (aaS)  ne  pourra 
donner  exactement  l'intégrale  demandée.  Mais  si  71=1, 
alors  1  équation  (396.)  ayant  son  second  membre  qui 
se  réduit  aux  deux  premiers  termes  ^  on  aura  exacte-» 
ment 

/atc  (  tang  =  *)  £ic  =  a:  arc  (fang=  x) 
—  »  K^  +;arx)  -f-  const. 

Le  lectetir  pourra  «^exercer  à  des  recherches  sem^* 
blables  en  faisant  X  =  1  ,  et  donnant  à  ^  d'autres  va- 
leurs analogues  à  celles  que  nous  lui  avons  données  dana 
les  exemples  précédens^ 

274*  Mettant  mx  à  la  place  de  x  dan^  les  équations 
02),(i3),  (16),  (17),  04)  et  (15)  [art.  i3 ,  i5 
et  14  3  on  à 

d  .  sîn  mx  =  méx  ùos  mx  ^ 
mdx 
coa*mx 
mdx  tanp;  tHx 


d  h  tang  mx  ^  - 


sec  mx  : 


d. 

cos  mx 

J.cosmxss—  mdx  sin  mx 
mdx 


lliC0tl?kC=- 


4f.co8écmx=:- 


ein^Tiw; 
mdx  cot  mx 
iiumx 


(a), 


a6 
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et  intégrant  U  vient,  abstraction  feite  de  la  constajite  , 


sin  Tîtr 
Jdx  coi  77ia:=- 


/rfxtangmx iécyyu: 
cosmx  m 


...(aa8). 


/Sxànmxs  - 
fdx  coiéc*mx  =3 


COI  mx 

m 
cotmx 


/ 


m 
*dx  cet  mx  coaéc  mx 


tinmx  ni 


«275.  L'analysé  des  fonctions  circulaires  condoit  aux 
théorèmes  suivaos  : 

dn  [(m+i)  x]-fwn  [(;»— i)xj=flsinmr  cosxj 
lia  [(m-HOr^— ain  [(m— i)x]=:a  sinxcoôJnxï         y. 
co8[(m— i)x;]+cos[;(m+i)x3=acoixcosiiu:(  ^ 
coa[(/n— i)x] — co»[;(m-f-i)x]=a  sin  xsin  mx) 

Multipliant  ces  équations  par  ^  dx ,  btégrant  en  s'aidant 
des  deux  premières  équations  du  groupe  (afl8) ,  et  pre- 
nant ces  intégrales  de  manière  quelles  s'évanouissent 
lorsque  x  =  o ,  on  a  complètement 


[♦3  Voy«  U  Géométrie  de  Legendre,  tri.  38  de  la  Trig^ 
nométrh. 
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fdx  sin  mx  cos  x 

^     m    _  irco8C(/n+i)x]      cos[(m-i)x]--i 
m*— I      5L       m+i         **"       m— i       Jj 

yair  sin  X  cos  zno: 
^^  1  rcos[(m'i  )xj     co8[(m4- 1  )x]n  i     I 

ûL      m— 1  m+i     ~J~m» — il 

fdx  cos  a:  cos  mx  /  V    9;- 

^irain  [(m-4-i)  j;]        sin  [(m  — i) x]-!! 
"^aL         m  +  i  "^  m— 1  Jj 

fdx  sin  X  sin  mx 

_irsîn[(m  — i)a;]        sîn[(m+  i)^^]^^ 
flL  m— -1  m  +  i  Jj 

276.  Substituant  respectivement  ;>  et  nx  à  la  place 
de  711  et  de  x  dans  la  première  équadon  du  groupe 
(aag),  on  a 

nfdx  sinphx  cos  nx  =  -J^ _ i  posC(P+i)nx] 

^cos[(^-Onx]n     .^ 

Faisant pn==: m,  d'où  p  =  ^^  et  substituant  cette 

71 

valeur  de  p  dans  Téquation  (a) ,  on  a  la  première  du 
groupe  suivant  (a3o)  -,  les'  autres  équations  de  <e 
groupe  se  trouyent  par  un  procédé  semblable. 


a6- 
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fdx  ftin  mx  coi  nx  ^ 

__     m         irco8C(m+n)xJ     co8[(m-ii)j]^i 
*^OT*-i»*— âL       rn+n  m — n      J| 

fdj^coa  mx  co8  nx 
_ir5inC(m  +  Fî)a:]        on  [  (m— n)  a;]"!^.  (a3o)C^ 

y<2x  sin  mx  sin  nx  | 

1  pstn  K  m — n  )  x]        8mt(yy^*f-yt)^Tl  i 
aL        m— n  >n-f-/j         J/ 

377.  PaBSons  à  Vintégration  des  formules  àx  AxsTx 
et  dx  cos'^x ,  m  étant  un  nombre  quelconque  positif 
ou  négatif.  Ecrivant  la  première  da  ces  deux  formule» 
ious  la  forme 

nu~t 

—  (1  — co8*x)  a   J  cosx, 
développant  ce  binôme  et  intégrant  terme  à  terme,  on  a 

fdx  sin^xrs const  —  cos x  j  1  — =-  cos*x 

(m-0  (m--^eos4x-^"^^^^^^^-^^co«^x 
~        a*. a. 5  û'a.3.7 

fm-Orm.-g)(m--5Xm^-7)  co8»x-ctc.l..(a3i). 

Le  terme  général  de  cette  série  est 

fm-0(7n-^(m-5). .  .(m-an+5)  ^.k^o-^^^^ç^j. 
a«-'.a.3,4.  ...<»— 0(2/»— 0 


[♦]  Noot  nVoni  pas  eu  ëgard  à  la  acconde  équation  dn  groupa 
(aag) ,  parce  qu'il  est  évident  qu'elle  reproduirait  une  équation  aem- 
tOable  à  la  première  de  ce  groupe,  en  neuwi$  m  à  la  pi*»  de  »  ,  ti 


l[ifciproqueiil0it« 
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Si  m  est  im  nombre  entier  ^  positif  et  impair^  la  série 

(a3i)  est  finie  et  son  dernier  terme  est  ±:  — cos'*"*x, 

m 

le  signe  -f*  ^i  m— -i  est  nn  nombre  doublement  pair, 

le  signe  ^-  dans  le  cas  contraire.  En  effet  ^  la  série 

ne  peut  finir  au  r^^^  terme  (^a) ,  que  dans  le  cas  où 

le   dernier   facteur  m  — 3/14-1  du   numérateur   du 

coefficient  du  terme  suivant  sera  =  o ,  c'est-d-^ire 

qu'on  aura  m=xa/i—>- 1^  ce  qui  réduit  k  formule  (a) 

à  celle 

Mais  le  nombre  des  facteurs  renfermés  entre  crochets 
est  n— 1  y  et  chacun  de  ces  facteurs  est  lui*même 
multiple  de  â;  donc  la  formule  précédente  est 

2""T('* — 0(n— 2)..  .3.a"|       .  ,         cos"^*a5 
a— a.3. . . . (n— a)(n— i)m  ^  -  ^  —      p^ 

ce  qu'il  fallait  déiùontrer. 

Exemples  I.  Intégrer  dx  sinht. 

On  a  m=  5^  et  substituant  cette  yaleur  dans  Féqua- 
tion(a3i),  il  Tient 

Jdx  sin*x  =5  const —  cosx  [1  -7  J  cos*a;-f-|  cos^x]* 
U.  Intégrer 


V^sinx 
Faisant  m  =  —  J ,  la  formule  (aji)  donne 

/dx  r      3         .  3.7 

-•71==  =  const— cosxl  14 — r^cos*a>4--ar4corji 

.  3.T-11  A  .  3.7.11.15  1  ,  ^  T 
H — rV— co»J^-^ — r«-7 — oo8»j:+etc.  U 
^  a^3.7  '^  a».3.4-fl  -l 
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2178.  De  même  oç,  a 

/cfxcos"»x  =  /(i  —  am*x)  *    dsinx} 

donc  9  sans  faire  aucun  calcul  ^  il  est  aisé  de  voir 
(ju'on  aura  ]*intégrale  de  c{j;  cos"jp  ,  en  substituant  dans 
ia  formule  (a5i) ,  sin  x  à  }a  place  de  cos  x ,  et  rendant 
positif  le  facteur  de  la  série  ,  ce  qui  donne 

1 =-  5in*a? 

a. 3 

a*. a. 5  a^.a.3.7 


+  etcQ. 


..(a3a). 


Si  m  est  un  nombre  entier  ,  positif  et  impmr  ^  la  séria 

est  finie  et  son  dernier  terme  est  dz  •  ,  le  signe 

m 

positif  si  m — i  est  un  nombre  doublement  pair,  h 

signe  négatif  si  771 -—1  est  simplement  pair,  ce  qui  se 

prouTe  d'après  un  raisonnement  semblable  â  celai  de 

l'article  précédent. 

Les  formules  (a3i)  et  (f23a)  que  je  croîs  nourelles, 
sont  les  plus  générales  connues ,  puisqu'elles  donnent 
les  intégrales  de  dx  sin^jc  et  de  dx  cos^inx ,  queUe 
que  soit  la  valeur  de  m.  II  est  vrai  qu'arec  ces  formules» 
l'on  n'obtient  les  intégrales  demandées  par  une  suite 
finie  de  termes ,  que  si  m  est  un  nombre  entier ,  po- 
sitif et  impair  ;  et  dans  ce  cas-là ,  elles  ont  encore 
l'avantage  sur  toutes  lès  autres  formules  connues.  C'est 
donc  seulerpent  dans  le  cas  où  m  est  un  nombre  entier , 
positif  et  pair  »  que  les  formules  (a3i)  et  (a3a)  perdent 
leiir  avantage  sur  celles  que  quelques  géomètres  ont 
déjà  démontrées  ,  et  que  par  cette  raison  je  vais  faire 
connaître. 
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S7Û.  Fahaot  y  =sinx,  d'où dx=  -      ^       ,  onaura 

dx  Av^x  =  -  r    ^  ; 

donc  si  m  est  un  nombre  pair,  la  formule  (  i5i) 
([art.  aao]  donnera  tout  de  suite,  en  mettant  pour ^ 
•a  valeur  sin  x  ^ 

AJ     •  «  ^  nin^'-'x  .   (m— Osin^'-^x 

yStr  flm'^x  ==  const  —  cos  x  I  +  — ZTFZ: — :â — 

'  L    ^    ,        ''^  (''* — ^) 

(tti^i)  (m~5) sin'^'^x  5.5.7....(m— Qsin  x"! 

"^^      m(mr— aX7?v— 4)      *"**"         a. 4. 6... m       J 

.■3.5....(m^O^ (.33).  ^ 

a.4*n 7ii»  ^ 

et  si  m  est  un  nombre  impair ,  la  formule  (  l53  ) 
[art.  aaa]  donnera 

^ ,     .  .  ^  rsin^-'x  ,  (TW^Osin-'-^x 

yaxsm*x=const — co»x|  -f-*^ 7^ % — 

■'  ,  [^     7n  m  (m— a) 

.  (m — i)(77i — 5)8in"*'"^x  ,   4'^"  .(m— i)sb*x 

"^      m  (tu— »a)(m— 4)     3.5.  ...th^ 

-t-:ll:::::r'] (»^- 

a8o.  Puisque  faisant  jf  =;  cos"*x ,  on  a 
dx  cos"*x  =  '  j,^  ^jt  f 

I/O  —y) 

il  est  clair  que  pour  ayoir  les  intégrales  de  dx  cos^x 
dans  les  cas  de  m  nombre  pair ,  et  ensuite  nombre 
impur  3  il  faudra  changer  dans  les  formules  (a33)  et 
(a34)  ces  X  en  sin  x  »  et  réciproquement  ;  ensuite 
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rendre  positives  les  séries ,  oa  aura  donc  pour  m  noipbrv 

pair, 

r"cos*"'a:  ,   (m— i)  co8"*"^4p 

fax  cos'^x  =  siD  x  I 1 --7 r — 

•'  L     ''^  TU  (m— a) 

(m — i)(/n — 5)  cos'^^x  5.5,7...(m— i)co8j:^ 

*^      m.(fn'-2)Cm — 4)      ••••T*  a  4. 6... m       J 

.    1.3.5. .  .(7?i/—i)  X    .  ,  «Kv 

-i T-n^ ^ 1-  const. . ..  ,(a35). 

3,4.0 m  ^      ' 

Nous  ayons  donné  au  terme  transcendant  de  cette 
formule  ,  et  qui  eft  identique  avec  celui  de  la  formule 
(^33) ,  le  même  signe  que  dan»  cette  dernière  ^qûoî- 
que  ceUe-ci  et  la  formule  (aSS)  soient  les  intégrale» 

d*une  même  quantité  ■   ^I^jlL-  »  p4se  ^veç  des  ôgnes 

contraires. 

Voici  la  raison  qui  nous  a  fait  agir  de  cette  manière. 

Représentant  par  A  le  iàcteur  constant        *  "W^"^^ 

3,4. ...Ta 

du  dernier  terme  de  Fintégrale  de  "^^    ^  ,  on  a  ce 

dernier  ternie  qui  est  —  A  arc  (8in=j^)  ;  or  jr  =  cos  x  ; 
donc  arc  (sln  =y  )p=  à  l'arc  qui  a  pour  sinus  le  cosinua 
de  x=:  100^—  X  f  d*où  il  s'ensuit  que  le  dernier  tertna 
de  l'intégrale  de  ix  cos'^x  doit  être 

—  A(iop''— x)  =  —  AX  100**+  Ax. 

Maislenerme  constant — Ax  io<f  est  compris  dans 
la  constante  indéterminée  de  l'intégrale  }  donc  il  ne 
reste  plus  que   le  terme  variable  et  positif  Ar  oa 

1.3  5. , .  .(tu— 0  X        ,  ,,  f   *     , 

— 7-7-5 Zi »  *^^  V^^  o^^  *  ^vop3  écru  d4Wi 

22.4,0. .  •  «m.  ♦ 

|«  formule  (a35). 
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Pour  m  nombre  impair,  on  a 

f;,^ ;„  ■.rgg'"-^  _,  ("«-0  co«-'x , 

L.     w*  m  (m^-^-'a)     *   *  *  *  * 

+      i.à.5...m   J  +  '^»'»t (a36). 

08 1.  On  peut  encore  trouver  les  intégrales  de 
doc  8in"x  et  de  dx  co8"*x ,  lorsque  m  est  un  nombre 
entier  et  positif ,  par  des  suites  finies  de  premières 
puissances  dessbus  ou  cosinus d*arcs  multiples,  ce  qui , 
très- sou  vent,  est  beaucoup  plus  commode. 

L'analyse  algébrique  appliquée  au  calcul  des  lignes 
trigonométriques,  donne  dans  le  cas  de  m  nombre  pair, 

fim"*x  =  ±----  (  cos  mx—  —  cos  (m— a)x 
+  — ^ ^cos(m-4)a:...=--^ ^-r^ ^cosax  1 

^     i».4.6>>>m     ^''^' 

les  ûgnes  supérieurs  lorsque  m  est  un  nombre  dou«« 
bjement  pair,  les  inférieurs  dans  le  cas  contraire. 

Et  dans  le  cas  de  m  nombre  impair ,  on  a 

iin^x  =  ± -rr—  I  sinmx— —  sin  (m  — a)jp 
,  mCm— -i)  . 


^TîiF— 4;x. . .  .qr 7-7 ^  sm  ox 

^       ^'        ^i.fl \{jn — 3) 


ni(m--i)....i(m+3) 


i(m+3)  .      n        .      .A^ 
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les  signes  supérieurs  lorsque  m— i  est  un  nombre  dou- 
blement pair,  les  inférieurs  dans  Je  cas  contraire. 

Multipliant  les  équations  (a)  et  (6)  par  dx ,  et  inté- 
grant ,  on  à^pour  m  nombre  entier  positif  et  pair , 

/dx  àa^x  =dr  ^,  Q  sin  mx 

7^ sin  (ni-^)a:+,^^^r7^^siii(m^4)^ 

1.(7»— â)       ^  i.a.(fra— 4> 

_  m(m-i) (Im4^)  n 

•-       i.a {inu-i).a  J 

il  .0.5.  .  .  .TU— 1  ,  .  f^'Z^\ 

a. 4. 6 m 

les  signes  supérieurs  si  m  est  un  nombre  doublement 
pair  ,  les  inférieurs  dans  Je  cas  contraire. 

£D&n ,  pour  le  cas  de  m  nombre  impair  ^  on  a 
fdx  sin*x  =  rn  —-—7  I  —  cos  mx 

-cos(m  — î2)a:  H ^ ^co8(m^4)jp 

i.(m— la)       ^  '      ^1.3. (m— 4) 

_mCyn^l) ï{ni+5)        g. 

-••=P"    1.3 i(m-3)3    ^'^ 

1.2 ^(jnr^i)  J 

les  signes  supérieurs  si  m/— i  est  un  nombre  doublement 
pi^r,  les  inférieurs  dans  le  cas  contraire, 

382.  L'applicatiqn.de  r^gèbre  à  Ut  géométrie  con- 
duit aussi  aux  équations  , 
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pour  m  nombre  positif  et  pair  ; 

cos""j:  =  -^I  COS771X-I — co»  (m — a)  ac 

,  7n(m-i)       ,       _         ,  m(m-i)...fJm+2)  T 

H — ^ ^cos(m-'4)x...H ^^ ' — if— L_dco8ax 

i.a  ^     ^'  i.a...,(im — i)  J 

.1 .3.5. ..  m— i  ^  . 

+  rjis ;;; •  ^^î  * 

a.4<(> 771 

pour  m  nombre  positif  et  impair , 

co«"*x=z= I  cosmap-4-  — coa(riv— <i)a:. . , 

i,a....|(m — o) 

,    711(771 1).  .  .  .  i(77l  +  3)  "1  ,fv 

-^ i ,       '^ J_-ic08X   I (3). 

i.a i(/7tT-i)  J 

Multipliant  ces  équations  (a)  et  (i)  par  dx^  et  intégrant, 
il  vient, 

*    pour  m  nombre  positif  et  pair , 

i.3  5...(m-i)^      ^^^^^       ^^3gj. 
a. 4.0 771 

pour  m  nombre  positif  et  impair, 

/  cos*xïlr  ^rr:--^  1  —  sin  TTix-f  — ; ?  sin  (tu— a)  » 

''  a""'^\^m  t.  (m — a) 


TTlO 


771(771-1). ...^(771+5)^3^ 

*       i.a...  .î(77i^-3).3 


i,a î(77i— 1)  J' 
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â83.  Je  ne  vois  qa*une  manière  assez  simple  d*i]i-^ 
tcgrer  la  formule  dx  tang*"x,  et  la  voici. 

Soit  jr  =2  tang  x,  d'où  dx  =  "qf^ »  c®  V^  trans- 
forme la  formule  proposée  en  celle  algébrique  ^^^^  \ 

or 1 8^m  est  un  nombre  positif  et  pair,  la  formule  (i5a) 
[art.  aâi  ]  donne  tout  de  suite ,  en  faisant  les  sub^- 
tutions  conyenables , 

fds tangrx  =tan6-x  [^  -  ^^.3^'^^^ 

.  ^ i— ... 

(/»— 5)  tangua;       (m^-?)  tan^x 

les  signes  supérieurs  si  m  est  un  Nombre  doublement 
pair  y  les  signes  inférieurs  dans  le  cas  contraire. 

Si  m  est  un  nombre  positif  et  imp^r,  il  est  érident 

qu'alors  la  transformée   ^\^  de  la  proposée  étant 

dans  le  troisième  cas  d*intégration  immédiate  (art.  ai3), 
on  pourrait  avoir  Tintégrale  demandée  par  ce  mojen. 
Mais  je  crois  pins  simple  de  ramener  l'intégrale  de  la 

transformée  à   celle  de   ^y  ^  dont   rintésrale  est 

i  '(i+y*)iP^l«  moyendelaformule(i5o)tart.ai83, 
et  ensuite  de  substituer  dans  le  résultat  obtenu,  la 
quantité  tang  x  représentée  par  j^ ,  ce  qui  donnera 
pour  le  cas  de  m  nombre  positif  et  pair. 
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fdr  tmc-j  —  *^S6^'^      tang-'-^x      tang-^j 

..  ..i^:-— ^ — zSz  /séc.  X  +  const (242), 

les  signes  supétteurs  si  m  —  1  est  un  nombre  double- 
ment pair^  les  inférieurs  dans  le  cas  contraire. 

a84*  Faisant  x=  100®— jb,  d'où  dx=z  —  &,  et 
mettant  toujours  x  à  la  place  de  2 ,  il  ne  sera  néces- 
«alre ,  pour  obtenir  l'intégrale  de  dx  eot^x ,  que  d'écrire 
dans  les  formules  (241)  et  (34^)  »  cota  la  place  de  tang, 
et  de  changer  les  signes  de  tous  les  termes  en  fonction» 
algébriques  des  lignes  trigonométriques.  Maia  lorsque 
7»  est  un  nombre  pair  ,  il  faut  laisser  le  terme  trans- 
'  cendant  d;  x  tel  qu'il  est  dans  la  formule  (a40  >  car 
rp (100** —  x)  =:'::ç:  loo* ±:  x;  or  zp  ioo*>  entre  dans 
la  constante  indéterminée  ;  donc  il  ne  reste  pins  que 
le  terme  zhx. 

Si  m  est  un  nombre  impair ,  il  sera  plus  convenable 
de  mettre  db  /  sin  x  à  la  place  de  zp  /  coséc.  x, 

fl85.  H  est  à  propos  d'observer  que  les  intégrales 
de  dx  sïïx^x  et  de  dx  cos^'x  sont  transcendanten  ]orè-> 
que  m  est  un  nombre  pair  ^  mais  que  si  m  est  un  nombre 
impair^  ces  intégrales  sont  algébriques»  au  lieu  que  les 
intégrales  de  dx  tang'^x  et  de  dx  cot™x  sont  toujours 
transcendantes  dans  les  deux  cas  de  m  pair  et  impair. 

a86.  Proposons-nous  maintenant  d'intégrer  la  for- 
mule dx  am^x  cos'^jc,  l'un  des  deuxexposans  m  et  n , 
par  exemple  celui  m  étant  un  nombre  entier  et  positif    * 
et  la  valeur  de  l'autre  exposant  n  étant  un  nombre  quel- 
conque ,  pourvu  qu'il  ne  soit  pas  =  —  1  ou  =  — m  (*). 

[*)  lioQi  coQiid^reronj  le  premier  de  ces  deax  ca»  k  Vwûde  338| 
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Pour  parvenir  aiaémeDt  à  cettt  intégration»  mettoai 
la  différentielle  proposée  sons  la  fonne 

—  (  I  —  COS^X)  *     C0S"XlZ  COSX  ,  . 

dérebppons  le  liiMoiiie ,  multiplions  oe  dérdoppement 
par  cos'x  d  cos  x ,  et  intégrons  term^  à  tesme  le  pro- 
duit^ ce  qui  nous  donnera 

/Sx  rin"x  C08*a:  =  const  —  cos""*"*  j:  i  — ^ 

Ln+i 

m— 1  (m— i)(m— 3)       ,. 

a.i.(ii+5)  a*.i.a.(ïi+5) 

, 5-7 — : — r — COS^'X,*.*.!!: r—   |....fa43}. 

a'.i.a.3.(n+7)  m+n  J     ^^^^ 

Cette  série  n*est  terminée,  et  par  conséquent  la  fomnle 
propoaée  ne  s'int^re  exactement  qoe  si  Texpcant 
entier  et  positif  m  est  un  nombre  impair. 

Si  c*est  n  qui  est  l'exposant  entier  et  positif,  alors 
nous  mettrons  la  différentielle  proposée  sous  la  fornM 

(  i  —  sin^x)  •    tia^jùd  stn  x  , 

et  sans  nous  donner  la  peine  de  faii%  sur  cette  quan- 
tité différentielle  le  même  calcul  que  celui  que  nous 
avons  été  obligé  de  faire  pour  avoir  l'intégrale  précé- 
dente  ,  nous  déduirons  subitement  de  cette  intégrale 
(94^  la  cherchée^  en  7  mettant  sin  x  à  la  place  de 
cos  X ,  faisant  changer  réciproquement  de  place  aux 


qn*ni  «a  Mcond ,  non»  TaTons  d^âi  trakc  it  Vvfkle  a$3 ,  y^^fp» 
**  "  f^  r*"*»  ^*  ibrnmie  que  nous  nous  proposons  d'ini^^rer  ici, 
se  rédnii  k  celJe  dx  imd^x    dont  nous  «tobs   doim<  Vmitgnï* 
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deux  lettres  m  et  n ,  ecCu  rendant  positif  k  facteur 
de  la  série ,  ce  qui  bous  donnera 

pour  le  cas  de  n  nombre  entier  €t  positif  ^ 

/Hxfin"*xco8"jc  =  sîn'^'ar|  — ; -^^^--çr  sin'x 

'  Lm.+  i       a.i(/7i-f3) 

^■m^>'^-'» (*^)- 

Cette  série  n'est  terminée  /et  par  cohséqnent  la  formule 
proposée  ne  slntègre  exactement,  que  si  n  est  tin  nombre 
impair. 

Q&f.  Nous  allons,  dans  cet  article,  nous  occuper  d*une 
autre  méthode  pour  intégrer  la  formule  sin'^rc  coi^'^xdx 
qui  a  sur  la  précédente  Fayanitage  de  donner  par 
une  suite  finie  de  termes  ,  Tintégrale  demandée , 
lorsque  les  deux  exposans  sont  entiers  ,  positi&  ^et 
pairs. 

Le  calcul  différentiel  nous  donne 

d  (sin''a;doa^x  )  =p  sinP^'x  co8*"*"'a:dx 
—  q  ain^'jc  cos»""'aKtc. .  < .  .(a). 

Faisant  p-f-i  es  m  et  ç— i  =n,  d'où  p-^^m — i 
et  </  =  I»  +  1 9  et  substituant  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion (a)  ,  il  vient 

d  ( sin*"""*x  cos*+'.x  )  =  (m  —  i  )  sin*""~*a:  cos^+^acdr 

—  (n  +  i  )  Bin"*x  cos^xdx. . .  .(i). 
Mais 

(n»-*-j)  •in'^a?  coh^'^^xdx  =  (m—i)  aiû?~*x  coê'xdx 
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donc  réqnadon  (6)  se  réduit  à  c«lle 

d  (  8in"^'x  cos*'***j:  )  =  (tw— i)  ain*"^jî  ços'xcltf 
—  (  Tîi  +  /i)  5m"j;  coA^xdx  ; 

transposant  et  intégrant ,  il  yient 

^  ,  ^         -,  dn"*^*aî  co8"'***aî 

H ^  /  8iii"*r*x  coa*x^ (c). 

Mettant  succeaâvemetit  dans  cette  équation  (c) ,  les 

quantités  m  — a  »  m-*4> ''(""^6 à  la  ]daçe  de 

celle  m ,  on  aura  une  suite  d'équations  qui  auront  cha^ 

cune  pour  facteur  intégral  du  dernier  terme ,  le  pr^ 

mier  membre  de  l'équation  qui  suit  immédiatement  ;  eC 

.^  Von  parviendra  à  une  équation  dont  le  dernier  terme 

aéra  évidemment  affecté  du  facteur  intégral /cos"jndLi^ 

dont  nous  connaissons  la  valeur  exacte  {  f  équat.  (a5fl)J 

si  n  est  un  nombre  impair  ^  ou  |^  équat.  (959)3  si  n  est 

un  nombre  pair}  si  m  est  un  nombre  pair ,  ou  du  facteur 

cos*'^*x 
intégral /cos'^a;  8inaM£x=;— /cos"xiicosx=— ^ 

si  m  est  un  nombre  impair;  donc  par  des  substitutioos 
successives ,  en  remontant  depuis  cette  dernière  équa« 
tion  jusqu'à  celle  (c) ,  on  aura  ^ 

pour  m  nùmjbre  pair  f 

fànVx  cos"xc£r  =  const* 

— : —  I  sm"  *JB  H : — —  sm"^^*-!- 

m-^n   L  m+7i*— a 

(m'-OCm^S) sin"-^x  5.5. .  >(m*^i)Bin  x       "1 


(m+ii^a)(in+7i-4)  '  *  '~  (7n+ii-aX^+'^4)  •  •  •  C'^+î»). 

pout 


.1 1.3^,  ..m^— 1  ^     ,    ,      .  yff. 

^(»W-«)(in:f.»-a)('»+«-4)"(«-f»)^~"^"^"^' 
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pour  m  nombre  impair , 


/£n*xco«*xd!r=:con8t  — — - —  l  sin"" 


+  (m+n— a)  (m+u— 4) ....  («+3) 


a.4.6....m~i  _rn ..^. 

^(m+/i-a)(m+»-4)....(/i+3)*n+iJ      ^^  ^ 

La  formule  (a4S)  donne  exactement  l'intégrale  de 
•în"x  C05"xrf!r ,  lorsque  Texpoaant  m  étant  un  nombre 
positif  et  pair ,  celui  n  est  un  nombre  positif  soit  impair, 
toit  pair  ,  avantage  que  n*a  pas  la  formule  (a4^. 

Quant  à  la  formule  (a4Q  >  ®11^  n'offre  aucun  avan- 
tage sur  celle  (^43),  puisque    cette    dernière  donne' 
Tintégrale  exacte  de  8in'"x  co^^xdx  lorsque  m  est  un 
nombre  impair ,  et  même  il  peut  arriver  que  pour  la 
simplicité  du  calcnl ,  la  formule  (â^S)  soit  préférable  à 

celle  {f^4IS). 

• 
Nous  observerons  maintenant  que  les  formules  (34^) 
et  (a46)  donnant  l'intégrale  exacte  de  sin^'o;  cos"ard^ 
lorsque  n  est  un  nombre  pair ,  il  résultera  de  ces  for- 
mules que  n  étant  un  nombre  positif  et  pair  ^  et  m  un 
nombre  positif  pair  [éq,  (a45)]  ou  Impair  [éq.  (24^)] , 
on  aura  exactement  l'intégrale  demandée ,  avantage  que 
n'avait  p^  la  formule  (a4^  qui»  lorsque  7»  est  un 
nombre  pair,  ne  donne  l'intégrale  demandée  que  par 
une  suite  indéfinie  de  termes. 

Au  reste,  faisant  dans  l'équation  (a)  ,  p — 1  =711  et 
ç  +  1  =  n  ,  ensuite  opérant  exactement  comme  nous 
l'avons  fait  pour  obtenir  les  équations  (^4^)  et  (046)  , 
on  aurait  eu  pour  n  nombre  pair  et  pour  n  nombiis 
impair  ,  des  foromies  analogues  à  celles  (^4^)  et  (246) 

27 
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que  le  n'écris  pas  ici ,  parce  qu'elles  n'ont  rien  de  pks 
élégant  que  ces  dernières,  et  quelles  deviennent  mu- 
tiles d'après  robservation  précédente, 

fl88  Les  formules  trouvées  aux  articles  a86  et  287  ne 
peuvent  servir ,  ainsi  que  nous  l'avons  dé^àdit  i*.  lors- 
me  l'un  des  deux  expoaans  m  et  n  est  égal  à  1  autre 
pris  négativement  ;  mais  ce  cas-là  a  déia  été  Uaité  aux 
articles  a83  et  fl845  »••  lorsque  celui  des  deux  expo- 
•aas  qui  n*€»t  pli  entier  et  positif  est  =  —  i- 

Il  ne  nous  reste  donc  qu'à  examiner  ce  dernier  cas. 
Ainsi  nous  nous  proposerons  d'abord  d'intégrer  la  for- 
age ^^^"-^^  dans  laquelle  n  représente  un  nombre 
sinjc 

entier  et  positif.  Or, 

ainx  sxnx  ■'"  * 

,  co8"^x<ir  * 

—  cos'-^op  ttn  jwir  —  ces»- •jc  sm  xdx  =      ^j." 

—  cos^'^x  nnoxi*-— cosP"^8ina«l»— co8f»-^x  sinxdx, 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qnele  premier  terme  de  cette 

série  se  réduise  à  -^  si  n  est  un  nombre  pair ,  on  a 
sm  X 

cos  xdx  ^  liîif  -- J./in  or  si  n  est  un  nombre 

sinx  iinx 

impair. 

Donc  faisant  attention  que  tous  les  termes ,  excepté 
le  premier  du  développement  de  la  formule  proposée^ 
sont  multipliés  par 

«n xxlxse  —  d  cos  X» 
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on  aura  réqnation 

-: 4*^^^'^  lai  71  est  uni  pair    î 

...       ,  ,         I   nombre  | .       .  f 

d.lainx+coBxdcosx]  J  impair  J 

. .  .-f-c6s'^jprfco8X-J-co8"^j;rf  co8x-f-ços*^xrfco3  x. . .  (a), 

die 
dont  tous  les  termes .  en  en  exceptant  celui  -: —  dan^ 

sm  X 

le  cas  de  n  nombre  pair  ^  t'intègrent  immédiatement 

<t  trèà-aisément  5  ainsi  toute  la  cBlEcnlté  se  réduit  à 

iix 
jntégrer-; — .   Or^  cette  dernière  dlfférentielte  peut 

ft*écrire  sous  la  forme 

inxdx  dcosx  1     dcosx        1   dcosx 


sm 


8in*a?  1— cos'x  sk  1— cosx      ai-fcosx* 

donc 

/^dx 

j  -T .=5/(i-cosr)-;-  5/(i+cosx)=/sin  Jo?— /cos^x^ 

ou        A^  =  ^  tang  i  x'+  const (347). 

Cela  posé ,  intégrant  Téquation  (a)  ^  on  aura 
pour  n  nombre  pair , 
I  ^    .^  ■■=s/tang^3C+cosxr  1  4-^cos*x  +  |cos*x 

+  T  cos^x, . . .+  -— —  co8*"*x  I  +  const (fl^S) } 

pour  B  nombre  impair  » 
/  — : ±=/.8inx+Jcos*x|   i+icos*x4-Jcos<x 

-f  ^cos^x. . .  •+ -;;;^  cos»"^xn  +  const .(a^s)- 


.27. 
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Mettait  dans  k  fimmile  (047)  100*—  x  iU  place 
de  X,  ona 

/1^=  — /tangCSo*— ix)=:/cot(5o»— j:); 
cosx 

maïs         cor(5o*— jc)  î=:tang(5o*+x)  , 

donc       / =s/.taDg(5o®-f*^x)-(-^coiitt...(a5o). 

Cela  posé ,  mettant  respecttrement  100-— x  et  m  i  la 
place  de  X  et  de  n  dans  les  équations  (24S)  et  (a^s)  » 
prenant  les  séries  avec  le  signe  négatif;  de  plns^  mettant 
dans  la  première  de  ces  équations  qui  est  pour  le  cas  de 
m  nombre  pair  ,  l  tang  (  5o*^  ^-  ~  x)  à  La  place  de 
I  tang  {x\  et  dans  la  seconde  qni  est  pour  le  cas  de 
m  nembre  impair^  mettant —  /cos  x  on  /.séc  x  à  la 

place  de  /  sin  x,  on  anra  les  intégrales  de 

dans  les  deux  cas  de  m  nombre  pair  et  de  m  nombre 
impair.  / 

a8g.  Snpfilosant  m=  n  =  •—  1  ^  on  a 


/*     dv        __   ri 
sin  X  cos  X       J  s 


smax 

donc  d*après  la  formule  (a^?)»  îl  viendra 
dx 


J  SL 


sm  X  cosx 
290.  On  a 
'  dx  cotxdx  d.coiicx 


=  /  tang  X  +  const (^Si). 

Céq.(i5),ait,i4] 


sm^x      cotxsm"*x  sin"^'xcotx 

coséc"^*d  coséc  X 


cosec 


y^^i 
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Faisant  pour  intégrer  cette  formule  différentielle  irra* 
tionnelle , 

j^= —  co»écx  +  i/co3éc*;r  —  i  (art.  a49)> 

d'où  jf  =  — tangix, 

oa  aura  la  transformée  (195)  qui  deviendra 

le  signe  — -  si  m  est  un  nombre  pair ,  le  signe  -f*  dans 
le  cas  contraire. 

Déyeloppanfr  la  transformée  (  a  )  »  intégrant  terme 
à  terme  »  et  mettant  dans  la  résultante  la  valeur  de 
j^(=— tangua:),  on  a 

/*  dx    1      ptang*-^  i  X      (yn^-i)  tang^-^^  j 
sin"a?         a"^*  L     wi^— i  •  *  "* — ^ 

(m^i)(m-Q)tang^ix  ^  H/^r.x 

^        1 .2        ^;;i5"  -     (/n^0tang-4xj^^^^^- 

Mettant  dans  cette  dernière  équation  loo*— -x  ^  la 
place  de  x^  ce  qui  rend  dx  négatif,  ou  a 

/*  dx    _  _     1      rtang—'  (5o^  — jx) 
cos**x      '       a"^*  L  m—  1 

(rn-^x)  tang^^  (5o^—  j  x) 
+         i  m— 3 

.    (m  — i)(m— QJtang'"^^(5o*— jx) 
**"  i.a.Cm  —  S) 

:^ (^53). 


1 


(m — i)tang'*-*(5o^— ix)' 

Lorsque  m  sera  un  nombre  impair ,  on  trouvera  dans 
l'équation  (aSa)  un  terme  de  la  forma 

l«:=af (^>." 

•  TU—/» 
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auquel  on  substitaera  celai  B  /taog  ^  ac  ;  car  le  terme 

(i)  provient  de  l'intégration  de 

Bfang— ^Axrftangfx,    on    B.-^^f 

dont  la  vraie  intégrale  est  BZ  tang  l  x.  De  même  m  étant 
un  nombre  impair ,  il  y  aura  dans  Féquation  (a53)  un 
terme  de  'la  forme 

Btang"— '  (50**  — ja?) 
m — m  ' 

auqael  on  substituera  celui  B/ tang  (  5o®  —  J  a:  )  par 
une  raiion  semblable  à  la  précédente  relative  iréqaa- 
tion  (a5a). 

Exemples  I.  Jntéerer  -rr^r- 

Nous  avons  n|f=4;  ^^bc  la  formule  (aSs)  nooa 
donnera 

et  faisant  les  réductions  nécessaires  »  i)  vient 

/-r---  =  COnsl— -l-COt  Jrl   -r-T-+^    (• 

IL  Intégrer  — -3-. 

Substituant  la  valeur  de  m  r^3  dans  Véquation  (aSE^ 
on  aura 

yssi^-^^'"4L — 5 — ^ 

•    4-  a/tang(5o*—  ix) : — —1^— — SI 
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tt  fmant  le»  réduetioiis  convenables^  il  yient 

S91 .  Maïs  lorsque  Texposant  de  sin  x  ou  de  cos  x  est 
un  nombre  pair ,  on  peut  obtenir  immédiatement  les 
intégrales  des  diiTérentieUes  traitées  dans  l'article  pré« 
cèdent ,  sous  des  formes  beaucoup  plus  simples  que 
celles  qui  se  déduisent  immédiatement  des  équations 
(a5a)  et  (sSS).  En  effet 

^    ~--_^_— .=— (i+c6t*x)-^'iicota:; 


sin**"* 


développant  et  intégjrant  terme  à  terme  cette  dernière 
quantité ,  on  a 

dx  ^  .     r"    .  1^ — 1  çot»a? 


y-r-T^- ==  conit — cotxf  iH 


3 


(m— i)(m^-«a)  cotfr      (m^^i)(mp-fl)(m~5)  cot^x 
t. 2  5     "*"  i,a.3  7 


et  mettant  dans  cette  dernière  équation  100^— -x  à 
la  place  de  x  ^  ce  qui  rend  dx  négative  ,  il  vient 

/•  dx  jr    ,  m-itang*x  ,  (iîi-i)(m-g)tang^x 

.^'"g'''""n+coD.t....(.55). 

Ainsi  nous  proposant  d'intégrer  par  le  moyen  de  cette 

dx 
méthode  la  différentielle  -r-p  que  nous  avon»  déjà 

intégrée  en  nous  servante  hi  méthode  enseignéerdMi» 
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l'article  ago ,  nous  aurons  subitement  par  Vintrodûc-' 

lion  de  la  valeur  a  de  m  dans  l'équation  (sl54)  , 


h 


-7-7-  =  con8l— cotxQi  +  îC0t»x], 
sin^ 


résultat  fort  simple  et  identique  avec  celui  trouvé  dana 
l'article  précédent  (*)  »  auquel  nous  n'étions  parvenu 
qu'après  d'assez  longs  calculs  ,  pour  réduire  le  quatri- 
/  nome  obtenu  immédiatement  par  la  formule  (aSa)  àun 
•impie  binôme. 

iiga.  Pour  intégrer  laformule —  »  P  «*  ?  étant 

des  nombres  entiers  et  po»t£ ,  nous  Vécriron»  ain» 

qu*il  suit 

rfj  (  1  —  cos*x  y 

cos'x  ' 

et  développant  la  puissance  p  du  binôme  »  nous  n'au' 

rons  plus  qu'à  intégrer  des  diflFérentielles  de  la  forme 

de  celle  cofTxdx  que  nous  avons  intégrée  de  trois 

manières  différentes  aux  articles  a/S ,  aSo  et  aSa  i  et 

dx 
de  la  forme  de  la  différentielle  — — -  que  nous  avons 

•  C0S'"J7 

Citégrée  à  Varticle  ago,  et  à  celui  a^i  pour  m  nombre 
pair. 

ago.  De  même ,  si  1  on  a  a  mtégrer ^^    •  »  u 

faudra  mettre  cette  différentielle  sous  la  forme 

—  c?  cosjg  (  I  —  cos*x  y 
cos'x  * 

et  développant  la  puissance  p  du  binôme  ,  Ton  n*aura 


(♦)  En  effet,  —  COI  X  [  i> i  coi«x3=:--4cot*  [a  +  i-Hcofx] 
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^lut  y  qaelle  que  toit  la  valeur  de  l'exposant  q  du  déno- 
minatenr ,  qa*iiiie  suite  finie  de  monômes  différentiels 
qui  s'intégreront  par  les  premiers  principes  du  calcul 
intégral ,  exposés  au  commencement  du  chapitre  i*". 

994*  D*après  ce  que  nous  venons  de  dire  dans  les 

deux  derniers  articles  ,  les  intégrations  des  formules 

dxco%*fx    ^dxco%*P^'x     ,„     ^     -  ,.^ 

■     .  ^        et   ■  ■  ■ .  ^ n  offrent  plus  aucune  diiu- 

culte  ,  puisqu'elles  doivent  s'effectuer  d'après  les  mêmes 

principes  et  méthodes* 

29*5.  n  est  à  propos  de  remarquer  qu'on  peut  trou- 

Ter  les  intégrales^de  dx  tang'"x  et  de  dr  cof^x  (  que 

BOUS  avons  dé)à  obtenues  aux  articles  a83  et  a84)  par 

le  moyen  de  celles  des  différentielles  considérées  aux 

articles  293 ,  293  et  1294.  En  effets  si  m  est  un  nombre 

dx  sin^jc 
pair  j  l'intégration  de  — — j^  suivant  la  méthode  de 

COS   X 

l'article  aga ,  donnera  l'intégrale  de  dx  tang"x.  De 

môme  ^  m  est  un  nombre  impair  ,  l'intégration  de 

dx  sni^x 

-—  suivant  la  méthode  de  l'artide  aoS ,  donnera 

co8"*a?  ^ 

l'intégrale  de  tang'^jc. 

Il  en  est  de  même  pour  les  intégrations  de  cKr  cot^x, 

en  se  servant  des  méthodes  indiquées  à  l'article  394. 

Exemple.  Intégrer  àxtan^. 

n  ^            ^M,'      '              1     r          dx.sin^x    ^  . 
Cette  quantité  mise  sous  la  forme  ? —  et  in- 

tégrée  suivant  la  méthode  d»  l'article  aqS  »  nous  donnera 

'^d  coix 


-j   ^      .  '/'rfcosxfi  — cos*xy  /•< 

rd  COS  X       rd  cos  X  I 

J     COy'x        J      COS  X        4  cos'^x 


cos'x 


cos^x 


— /cosx 


+  const (a). 
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En  opéraBt  soiyant  la  méthode  de  l'artide  s83  «  Ta 
formule  (a^^)  doime  tout  de  tmt» 

4  ^ 

Les  deux  intégrales  (a)  et  (i)  deviemient  ideotiqiiee 
(ainsi  que  cela  doit  être ,  lorsipie  les  deux  méthodes  sont 
exactes)  du  moment  qae  Yon  a  déterminé  dans  l'iin» 
et  Tautre  la  constante  d*après  une  même  condition. 
Par  exemple  ,  si  les  intégrales  doivent  s'évanouir  lors- 
que x  =  o  ,  on  aura  dans  l'équation  (a)»  const  ^=  j  , 
et  dans  Téqua^on  (6),  const  ?=o.  Il  faut  donc  que 
Von  ait 


4  a  j^coti^x      coite 

—  /  cosa?+  ^. . . . .  •  .(c). 

Or,  le  premier  membre  de  cette  équation  est  éyi-* 
demment 

=•;{ — r-~  ^  I ( — :r-—  1  )~/co8  X 

4\cos*x         /        a  \  008*0:         / 


4  cos*x      a  cos*x      4      û  coste      a 


-|--  — /cosxy 


'^4cos*ac       cos^x       4 

quantité  identique  avec  le  seoood  membre  de  TéqiuH 

lion  (c). 

dx 
396.  Etant  donné  à  intégrer  la  formule -r-^ 


an"*xcoste* 


on  peut  sans  changer  sa  valeur  ,  la   multiplier  par 
sin'x  +  cos'x  (  =  1  )  ;  ce   qui  décompose  la  ptoposés 

en  deux  fractions  -t-s:^ —  +  -7-= r=- ,  Jei- 
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qneHes^'  par  le  même  procédé  appliqué  à  diacune 
d'elles^  doiiBitfont*  en  tout  quatrt  fraction»  qui  se 

réduiront  aux  tx^hà  -r-srr ; — h  -  ^-^ r=r^ 

•^  "^15 n^A.    7  **  continuant  de  même  jusqu'à  ce 

ol&   3G  COo      ~mu 

qu*au  dénominateur  de  chaque  fonction  provenant  de 
la  décompotition  de  la  proposée ,  il  n*y  ait  plus  que 
l'une  des  deux  lignes  trigonométriquès  ,  ooi  le  produit 
des  premièrea  puissances  des  deux  lignes  trîgonomé*- 
triqnes  ;  on  parviendra  de  cette  manière  à  n'avoir  plus 
qu'une  suite  de  fractions  différentielles  que  nous  savons 
intégrer. 

Si  m  et  I»  dont  des  nombres  pairs ,  il  est  clair  que 

la  décomposition  précédente  ne  mènera  qu'à  d|s  frac- 

dx 
tions  différentidlee  de  la  forme  de  celles  -r-r—   et 

■        ■  aisées  à  intégrer  (art.  âgo ,  agi  et  a88).  Si  m 

est  un  nombre  impair  et  n  est  un  nombre  pair ,  l'on 

n'aura  à  intégrer ,  après  la  décomposition  totale  «  que 

^■^  d  cos  X 

des  termes  de  la  forme dont  l'intégrale  estl 

cos^'xp  ^  ^ 

dv 

:»  et  ■  .  '.  ■  (  /5f  étant  un  nombre  impair) 


(p— i)  co8P^*ar        sin^jt 

qu'on  intègre  parle  moyen  de  la  formule  (a5a)  ou  de 

€eUe(a47)- 

iJLorsque  m  est  un  nombre  pair  et  n  un  nombre  im-> 

pair^  la  décomposition  totale  mène  aux  fractions  de  la 

-         J.sinXj    ^„.-    ,      1  — i  dx 

forme  — r— — dont  1  mtégrale  est-; ^  .  ^■■.    et  — — 

sin'j;  ^  (p-i)sm^'x     cos^x 

(  q  étant  un  nombre  impair  ) ,  dont  l'intégrale  $e  trouve 

par  le  moyen  de  la  formule  (a53)  si  ?  >  i ,  et  de  celle 

(!a5o)si9=]. 
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Enfin  I  â  m  et  n  sont  tous  les  deux  des  nombres  im- 
pairs ,  OQ  n'aura ,  «près  la  décomposîdon  totale  ^  qa'à 

.  ^.  ,     j.       .        •!   1   r  dsinx    •— cfcosjp 

intégrer  des  fractions  de  la  forme     .  _     , , 

sin'x         cos^x 

ce  qui  n*offre  aneune  difficulté  ^  et  à  intégrer  une  frac- 

tion  de  la  forme  -: dont  nous  ayons  déiàdonni 

sm  X  cos  X  ' 

l'intégrale  [  équat.  (d5i)3. 

997.  Si  dans  la  formule  différentielle  considérée 
dans  rarticle précédent  »  on  a  m =n,  alors  l'intégra- 
tion demandée  se  amplifie  beaucoup  ;  car 

dx  ^  ,    dax  , 

«in"*x  cos*j?  sih"*aj:* 

quantité  qui  s'intègre  par  le  moyen  de  la  formule  (aSs) 
ou  par  le  moyen  de  celle  (d54)  ,^  suivant  que  m  est  on 
nombre  impair  ou  un  nombre  pair. 

ag8.  Proposons-nous  mamtenant  d'intégrer 

dx 
p  +  <;  ânx* 

Soit  fait  ^  t=  sin  X  ,  d*où 

dy^rdxcoBx    et    dxzss    ^..JL^  ; 

on  a«ra  donc  pour  première  transformée  de  U  pro« 
posée /la  formule  ^ 


-4L 


^'on  rendra  rationnell»  en  faisant 

1— y=B(l— Jf)»U% 


(a). 
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dt  •  ,       i+y  tt^— 1 

ou  u*=--!V.    et    y=— — -. 

Differentiant  cette  dernière  équation,  il  vient 


dy 


(u*  +  0* 


et  substituant  cette  yaleur  de  ày  ^  ainsi  que  celle  de  jf 
dans  la  première  transformée  (a),  on  a  la  second* 
transformée   ' 

Skdti 

Or ,  1*.  si  p>  ç,  oa  aura  d'après  la  formule  (i35) 
[art.  ao6], 

y^ idu 
P  — 9  +  (P  +  V)«* 

â\  Sip=iq,  ladifférentîelle  (i)  se  réduisant  i  celle 
j^.'  ton  intégrale  sera  —  ~. 

S"*.  Enfin  si  p  <  ^ ,  la  formule  (ft)  devient 

fl  du 


dont  l'intégrale  est 
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Substituant  dans  ces  intégrales  la  Yaleor  de 


=;taBg(5o*+ix) 


on  aura. 


A 


Xtao5C5o»+i«)J+  court. .  JP'^^j 
^      J     ,^^tang(5o'-ix) Vp=,W 

1       ^p  p-h>«îna;  -A    ' 

j/ç»-/>»  Ljt>8inar-H(+V9'-p*coi*Jl 

+ conit /P  <  ?> 

S99.  L'intégration  de  h  fomjBle  ^^^g^gj "• 
présente  plus  aucune  difficulté  d'après  la  précédeate; 
car  faisant 

.  dy 

ysscoast,    d'où     da;=  —  — — j£-=:, 

il  est  aisé  de  voir  que  pour  ayoïr  l'intégrale  de  la 
nomelle  différentielle,  proposée  danirfes  trois  cas  de 
^  >  ç ,  p  SŒÇ  et  p  < fl ,  il  n'y  a  qu'à  changer  les 
signes  des  seconda  membres  des  é<piations  (a56), 
et  y  mettre  lOo»  —  »  à  la  place  de  x ,  ce  qui 
donnera 
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+  const ; \p'>9 

^"Siî  +  const L=^>(^57). 

L ifP  C09x+q+  ^q^-p^  sin  xH  j 

+  cooflt /P<9^ 


3oo.  Pour  iiKtégrer 


p  +  <;  tang  « 


,  faisons 


jf  =  tangx,    d'où    ir  =  — ^, 
os  qai  donna  la  transfbnnée 

qae  nous  pourrons  toojoors  intégrer  par  Iss  méthodes 
enseignées  au  chapitre  II. 

3oi.  Les  intéeratioiis  des  formtdes  ^^, et 

®  p-^  q  èos  X 

n'oflPrent  aucune  dilficulté,    car    étant 


dxcosx 


p  +  q  «in  X 

écrites  comme  fl  suit 

-^  J  COS  X 


on  Toit  tout  de  suite  que 
sinxdj:    i  .         i 


et 


dsinx 
p  ^qûnx* 

+  const. (a58); 


p+çcosx      q   p^qcoax 

cosxdx         \ 

-z : —  =  -/(p  +  Jsinx)+  coflist. 

p-f-^sinx      q    ^'^^^         ^  ^ 


.(«5a). 
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3oa.  Mais  pour  intégrer  les  différentielles 

cLcsinx  ^        dxcosx 

et 


p  +  <]  sinx  P  +  Ç  ^^^  ^  * 

il  faut  chercher  à  décomposer  chacune  d*eUes  en  denx 
parties  que  l'on  sache  intégrer.  Pour  parvemr  à  un» 
telle  décompositioii  de  la  première  des  deux  formules 
proposées,  faisons 

£2r  sîn  X          .  -      ,         Bir  ,  . 

i=Adx  -i z 1 — (a). 


P'{'qtiax  *^ p  -j-çsinx' 

A  et  B  étant  des  quantités  constantes,  ^core  indétcr-* 
minées.  Chassant  le  dénominateur  et  divisant  par  dx  , 
û  yient  Téquatiôn 

(  qA  — I  )  on  X  +  pA  +  B  =  o , 

qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
sin  X,  ne  peut  être  généralement  satisfaite  qu'enHEaisant 

çA  -—  1  =:  o    et    /?A  +  B  =  G  , 

d'où  A=s:i    et    B  =  — 2; 

donc 

y—- — : — =-1  «— p/-"T J+const...Ca6o). 
P'^-qslIlX      qu        J  P+gco5xJ 

Un  calcul  semblable  relativement  à  la  seconde  for- 
mule différentielle  proposée ,  donne 

Jp+qcosa?"^qL       '^Jp+qôôixjr 

et  substituant  dans  ces  deux  dernières  équations  les  va* 
leurs  convenables  def  quantités  intégrales  quise.tronveot  . 

dans 
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dans  les  seconds  membres  [équat.  (a5Q  et  (aSy)^» 
on  durâmes  intégrales  demandées  {voyez  la  note  IV  ). 

3o3.  Les  inlégratioiis  des  formules  généralôs 

f(a+b  cos  j:)  dx  (a+b  s\n  x)  dx^ 

t(p-+-<jf  cos  j:)»      ^       (p  +  <7sinar)"j ^^^ 

se  trouvent  aussi  fort  aisément  par  le  moyen  des  dé- 
compositions suivant  la  forme  des  intégrales  réci- 
proques, en  employant  les  «oelEciens  constans  indé- 
terminés. 

En  elTet ,  soit  fait 

"*{a+  b  cos  x)djr A  sin  x 

"(p  +  fl  co»  ^)*         (p  +  9  cos  a:)*"""' 
•(  B  +  C  cos  g:)  dx  , 

7p+flcosx)"»-* "^  ^' 

A ,  B  et  C  étant  des  quantités  constantes  encore  indé- 
terminées. DiiTérentiant  cette  équation  (b)  ,  chassant 
les  dénominateurs  ,  divisant  par  dx ,  passant  tous  les 
termes  dans  un  seul  membre  ,  et  mettant  à  la  place  de 
sin*x  sa  valeur  i  —  cos'o; ,  on  a  l'équation 

cos  cr  — (m  — 2)  A^l  cos'x  =:  o, 


qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs 
de  cos  X  ,  ne  peut  généralement  satisfaire  à  cette  con^ 
dition  qu'en  faisant  chaque  coefficient  égal  à  zéro  ^  Ce 
qui  donne  trois  équations  du  premier  degré  entre  A , 
B  et  C ,  d*où  on  tire 

û8 
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ee    c==î*^ ^^- 

m—  1   p* — q*  ^ 
Bahftitaant  cts  valeurs  dan&Véqtiâtioii  (fr) ,  il  viexxt celle 

/(g+A  cof  x)djg  ^  *     (  ftp — fluy)  sip  x 

d*où  il  est  aisé  de  voir  que  â  m  est  un  Bombie  entier  e 
positif ,  on  pourra  rabaisser  successivement  cette  înté^ 

grale  jusqu'à  ne  plus  être  que  de  la  forme  I  --r-- 

que  nous  savons  intégrer  (art  fldg)* 

Mettant  dans  la  formule  (b)  la  quantité  si»  :r  â  la 
place  de  cêUe  eoê  4g ,  et  récifuroquement ,  ensuite  opé- 
rant de  même  que  précédenmient  pour  détennmer  les 
valeurs  de  A ,  B ,  €  ,  on  trouve  qu'allas  sont  les  mêmes 
que  celles  du  groupe  (c) ,  à  Vexception  de  A  qui  est 
de  signe  contraire.   Ain«  ponr  avoir  l'intégrale  dt 

(a+bsinx)dx    .,    ,  ,»  ,        ,,, 

^ — i- .    ^  ■  .  >  ilny  aquamettredaas  léquatios 

(p  +  qsinx)^  »        ^      T  ï 

(363)  sin  X  2  la  place  de  cos  x^  et  réciproquement; 

à  changer  le    signe    du   premier   terme  du  second. 

membre  de  cette  équation ,  et  eoEn  à  rabaisser  suc- 

ceesiveipent  l'intégrale  jusqu'à  ce  qu'elle  ne  soit  plot 

que  de  la  forme    /  — : : —  dont   la   valeur  est 

J  p+^sin^ 

donnée  par  l'une  des  trois  équations  du  groupe  (qSS) 

Cart.  398]. 

£n  faisant  successivement  a  =  o^  b  zss  o^p^sOi 
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fusoitè  a  ^«  &  «n  même  tsnps  ^ne  psszq ,  on  aura  le» 
fommles 


^  • 


(p+qcQSS)'^      ^       (p4-«7sifti)!^| W.     » 

(p+qcosx)"^          "  (p+q  sinx)'"/**  "* '^^^  ' 
(^cosx)"  ,  (^sinx)"»     / ^-'^* 

(i  +  cosx)"*  (i+sinqp)«/ ^^■^'    ^ 

qui  ne  sont  que  des  ca»  particuliers  de  celles  (a) ,  et 
aont  conaéguenuneht  les  intégrales  se  déduisent  aisé- 
ment de  celles  que  nous  avons  données  des  formules^ 
générales  (a)  ;  ceptjendftnt  libus  observerons  qu'on  peut 
encore  plus  simplement  intégrer  directement  les  deux 
formules  (g) ,  en  mettant  la  première  sous  ù  forme 

d\  X 


*C08"»iX 


et  la  eecondb  sous  U  foime 
—  rf(5o*— ix)» 


a 


,jii— I 


Représentant  par  l'umté  le  demi--grand  axe  d'noe  or^ 
bite  planétaire  »  par  b  le  demi-petit  axe  de  Cette 
orbite /  par  e  son  excentricité  ,  enfin  parA.etrtf  It» 
anomalies  moyenne  et  vraie  de  la  planète ,  j*ai  démon-* 
tréà  la  page  357  ^^  ^^^  Traité  de  NauigaUon,  qt^ 
Ton  avait 
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et  ]*ai  donné  l'intégrale  de  cette  équation.  Voici  les 
détails  de  Imtégration.  *' 

Comparant  la  formulé  (h)  «yec  la  première  "des  deux 
en  (e),  il  Yientfl  =  i',  x-=idt,,  p  =  i,  ç=ai— e, 
enfin  m =â;  donc  substituant  ces  valeurs  daw  Téqua- 
tion  (sSa)  et  y  faisant  de  plus  i  ==  o ,  qui  est  la  mo- 
dification relative  au  cfis  particulier  exprimé  par  la 
première  formule  en  (e)  »  on  a 

b^eûn  et y      r       du 

(i— €*)0— «co»*)      1— «*•/   1— ecos* ^'^' 

et  comparant  la  quantité   différentielle  qui  est  sous 

doc 
le  signe  d'intégration  avec  la  formule  —-r- ,  on 

,    p  «^  Q  COS  3C 

a  toujours 

p  =  i  ,    4=— «^ 

et  puisque  dans  ce  cas-ci  p'^g ,  la  première  équa- 
tion du  groupe  (25j)  donne 


/i 


d* 


i — e  COS  ce 


Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (i);  de^us , 

faisant  attention  que   I  y/^ld^  ==  |/(i— e^) 

K        i+«  i+e       ' 

qne  è  =  ^/ 1*— e",  on  aura 


be  sm  et  /  b 

A  = a  arc 

1 — ^C0S:& 


ire  Ttang  =  —j--  cot  J  *  J  +  const. 

Déterminant  la  constante   d'après  la   condition  qo6 
KS5  0  lorsque  A:=so,  ce  qui  donne  consts^Ti  on 
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a  complètement 

.  ,     besinA  f  h  ,    \ 

A  =  ^+  ___— é  aarcl  tang  =  —; — cot  i  ai 

ce  qni  est  précisépient  Véquation  (4)  de  la  note  IX  à» 
mon  Traité  de  Navigation. 

3o4-  Etant  proposé  d'intégrer  les  formules  diffé- 
rentielles 

(1 -f-acoéa?)*dj2    et      (  1  +  tf  8ina?)'"dir..  ..(a)  , 

il  te  présente  assex  naturellement  à  Tesprit  -de  déve- 
lopper ces  binômes ,  et  alors ,  si  m  est  un  nombre 
entier  et  positif ,  on  a  une  suite  finie  de  termes  de  la 
formé  b  cos"  xdx  et  b  sin*  xdx  qu'on  sait  intégrer 
(art.  277  et  suif.  )•  Mais  voici  une  méthode  pour 
obtenir  avec  bien  moins  de  calcul  les -intégrales  de- 
mandées. 

Soient  A  ,  B ,  C. . . .  des  quantités  constantes  indé- 
terminées ,  et  faisons 

(  i  +  acosx)"*=A  +  Bcosa?  +  Ccosflx-f-D cosSap 
-f-  T  cos  ma: .  • . . .  (6)  , 

d*où  on  tire ,  en  multipliant  par  dx  et  intégrât , 
f{\+aoo8xy*dx=^Ax^BsïnX'\-iC9inaX'j-jDsïD5x 

••*••'+«  ''^  "°  '^ c^)  • 

7» 

*  •  *  * 

Faisant  ar=:ioo*— ^,  d'où    . 

dxrri'^dy,     8inx=cosy^     sinar=sinây^ 
sitt  5x3=  —  cos 3y  ,     si^  4^  =:  — -  sin  i^  ^  etc. , 

et  substituant    ces- valeurs  dans  l'équatiqu  (c)   en 
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remettant  la  lettre  x  à  la  place  de  celle  y^  il  yient 

/(  1  +  asin  xyAx^=iÂx  —  B  cosx —  ^  G  am  ax 
+ 1  D  ct)9  Zx+  f  E fiia  4a;  — ctc (d). 

n  ne  nous  reste  donc  plus  qu*à  déternnner  les  valeurs 
de  A  ,  B,  C. . . .  Pour  y  parvenir,  commençons  par 
développer  le  binôme  (  i  4*  a<io$my^,  ce.  qui  nous 
donnera 

(i  4-aco8x)'*=  1  -f-maco«x+.— ^^ ^a^cos^x 

+"^^"'-'V"^^a'co»'x-l-etc (e). 

ActuelIeAient  si  on  substitue  dans  cette  dernière  équation 
les  valeurs  de  co&^x,  cos^x,  etc.  qui  résultent  de&  équa- 
tions (a)  et  (Jli)  de  l'article  âSa  y  en  jr  faisant  succes- 
sivement m  r=  a ,  3 ,  etc. ,  il  est  clair  que  Téipatioa 
qu'on  obtiendra  par  ce  moyen*-là  ,  étant  comparé» 
identiquement  avec  celle  (è) ,  fera  connaître  les  -^alews 
des  coefficiens  indéterminés  A,  B ,  C. . . . ,  de^  inté- 
grales (c)  ot  (d)  ;  mfiûs  ce  calcul  étant  fort  long,  nous 
ne  chercherons  par  un  tel  procédé  ^^  que  les  valeurs 
de  A  et  de  B ,  et  avec  ces  valeurs^  il  nous  sera  aisé  de 
trouver  celles  des  autres  coefficiens  C ,  D 

Pnisque  dans  réquatlon  (S)  A  est  le  coefficient  de 
cos^'x  ,  et  que  fi  est  le  coefficient  de  cos  :diP)l  ne  faudra 
prendre  dans  les  valeurs  de  cos^'x ,  cos^x*,  cos^x  ,  etc. 
déduites  de  l'équation  (c)  [^rt.  aSa],  que  le  terme 
tout  constant 

1.3.  5 m  —  i  ^ 


«  a. 4-6 • .  TU*  *  ' 

*t  déas  les  valeurs  de  ces  x,  cos^x,  cos^x,  etc.  déduites 
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ide  réquation  {b)  [  art,  a8a  ] ,  il  ne  faudra  prendre 
que  le  terme 

1        m(m-ii) i(m+5)  -        \ 

a""*      i.fl i  (m — 1)  ^^ 

Ainsi  faisant  successivement  dans  la  formule  (f) 
in=:  o  ,  di  4  »  ^  >  ®^^«  >  *^  multipliant  les  résultats  par 
ceux  des  coefficiens  de  l'équation  (e)  qiA  ont  autant 
de  facteurs  en  m'^ju'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre 
que  représente  cette  lettre ,  on  aura 

^_^  ,  ^(^— 0^>   .  m(m— i)(m-^a)(m-^5)  ^ 
a. a  aHa.4-4 

n.(m-..)(m^a)(:n-^(m-4)(m-5) 
a. a. 4. 4. 0.0 

De  même  »  faisant  successivement  dans  la  formule  {g), 
m^=zi  ,5  ^  S^j  ,  etc.  ,  et  multipliant  les  résultats  par 
les  coeiliciens  de  Téqùation  ^e)  qui  ont  autant  de  fa^ 
teurs  en  m  qu'il  y  a  d'unités  dans  Je  nombre  que 
représente  cette  lettre ,  on  ^ra 

La  a. a. 4 

a. a. 4. 4. 6  '        J 

« 
Cherchons  maintenant  les  valeurs  de  C^  D ,  E,  etc. 

Prenant  la  différentielle  logarithmique  de  l'équation 
(b) ,  et  divisant  par  clx ,  on  a 

ma  sin  x 


i-i-acosx 
Bsinx-f-aC  sin  aar+SD  sin3x+4E«n4^. .  .+mTsin  mx 
A+Bcosx+C  cosax+D  cos3:p-(-£  co84^. .  .+Tco3ma?' 

Chassant  les   dénominateui[8  et  transposant  tous  les 
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termes  dans  le  pren^er  membre ,  il  vient 

Ama  sin  x  +  Bma  »n  x  cos  x  +.Cma  ^  x  cos  ax 

-I-  Dma  sin  x  cos  3x  +  Ema  sin  x  cos  4^ 

-J-Tma  sin  x  cos  mx—B  sin  x — aC  sin  ax — 3D  sin  3jc 

— 4E  sin  4x — /nT  sin  mx —  Ba  sîn  x  cos  ar 

— flCasin  ax  cos  x — SDasin  3x  cqsx — 4^asin4^cosx* 
—  mTa  sia  mx  cos  x  =  o (ft)- 

Mais  par  le  moyen  des  seconde   et  première  équa-. 
tions  du  groupe  (a)  f  art.  376  J ,  on  a 

sin  X  cos  ax =ï  sin  3x  —  ^  sin  x  ^ 
sin X  cos  3x=  ï sin  4x  —  ^  sin  ax , 
sinx  cos  4j^=jsin  5x  —  i  sin3xy 
etc. 

et  sin  ax  cos  x  =  J^  sin  3x  +  J  sin  x , 

sin  3x  cos  x ={  sin  4^  +  i  sim^x , 
•  sin4j:cosx  =  Jdn5x +  5sin3x, 

etc. 

Donc  y  substituant  ces  valeurs  dajis  T^quation  {k),  tt 
ordonnant  par  rapport  aux  sinus  des  arcs  multiples  de 
celui  X ,  on  aura  l'équation 

+  Ama\  sin X  -f- ^Bma\ sin  ax + i  Cma\ sin  3x  -f  etc. 
— ïCmal        — iDmaf  — jEmaf 

—  B       V        •-aC      V  —  3D     V         —etc. 

—  oAa  j        — îBa   I  — Ca     l  — ctc.| 

—  Ca    I        ~4Dal  —  aEa    1  — etc 


-fetc.'J 
— etc.!» 

— i?tc.\=:::c 

I 


qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  dt 
X ,  ne  peut  être  généralement  satisfaite  qu'en  faisant 
chaque  coefficient  =  o  ,  ce  qui  donne  la  suite  d'équa- 
tions 
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^_^2(Amfl  — B) 

_  (m  — i)  Bg  —  4C\ 

^—  (7n+3)a         \ (0, 

(m — a)Cg  — 6d{ 


E 


{mf4)c 
etc. 


qu*i1  est  aisé  de  prolonger  autant  qu'on  le  votudra  sans 
aucun  calcul  ;  car  la  loi  qui  les  régit ,  à  commencer  de 
la  seconde  équation  »  se  montre  d'une  manière  claire. 

Mo)rennant  ces  équa^ons  et  les  valeurs  de  A  et  B  eu 
m  et  n  C^"*^*  (  ^)  ^^(03*  ^°^  trouvera  aisément 
celles 


!i.a.4~  "^  ~i       a. 3.4.4.6-  ^' 


c=4a«ri 

3 .  m(m— 1  )(m— a)(/n--5)(m— 4)(m— 5)  ^      ^^^  T 
a.a.4.4-^*6-8  —I, 

D= 8«»n-°-^("»-o("'-'') 

.  a.5.m Çm-i) (m^aXm-^ (m-4) ,._.. .,^ 'j^'"^*  .     , 

+ a.a.4.4.6.6.8 '*  ^ **   J       •  ' 

r?        ^  ,rï-2-3.m(m— i)(m— 2)(m— 3) 

^=^^^L^ a.a.4.4.6.b\8 

a.3.4.m(m— iXm— a)(/n— 5)(m— 4)(m-5)^^     ^^^    Il 
■^  ^     a. a. 4. 4. 6. 6. 8. 8. 10  "^^     JJ 

doDt  il  est  aisé  d'augmenter  le  nombre  autant  qp' on  le 
voudra  ,  et  sans  calcul. 

Au  reste,  on  peut  indifféremment  se  servir  daiis  les 
applications  des  équations  du  groupe  (/)  ou  de  celles 
du  groupe  (m)  ,  suivant  ce  qui  sera  le  plus  commode. 
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3o5.  Lorsque  m  =—  i  ,  la  formule  (A)  de  l'article 
précédent  donne 

.1 

et  de  celle  40  au  même  article ,  on  tire 

d*ou ,  moyennant  les  équations  en  (  /} ,  il  eit  aisé  de 
trouver  la  série  qui  exprime  la  valeur  approchée  de  l'in* 

tégràle  de      ■  ■        ■  ^  et  de  — r :— •  lorsque  a  <r  i  ; 

^  i+acoso:  i'\'aB\nx        ^         ^    * 

mais  si  a  ^  1  y  alors  (/i — a^  étant  imaginaire  ,  il 
faudra  8*en  tenir  aux  intégrales  données  par  les  ^roi-, 
aièmes  équ^sons  des  groupes  (aSj)  et'^aSG)  [art,  a()9 
et  agSJ  >  en  y  faisant  p=  •  et  </  =  a. 

3o&.  Mais  si  m  est  un  nombre   fractionnaire  »  soit 

positif^  soit  négatif,  on  peut  trouTèr  les  intégrales  de 

(£r  (i -^asinx)"*  et  de  dx  (i+acosx)",   en  se 

servant  de  notre  formule  (aoo)  [art.  ^5f}'  Par  (Tjpmplr , 

dx 
•oit  propwé  d'intégrer '• j.  Je  ftiis 

(l  -f"  flCOSJÎ^* 

ysscosa:,     d'où     <fjC  =  -*-      ..^   '•.  , 

et  substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée ,  il  vient 
la  transformée  * 

n^: ,...(«). 

qui  comparée  avec  la  formule  X^dx  que' nous  avons 
intégrée  à  lîrticle  aS/,  donne  p  =  —  ^  et  X  =  au 
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pol3mome  de  la  formule  (a)  renfermée  entre  cro- 
chets ;  doDC 

X'  =  5û+a  (3a»— Oj'+îaCa»— 3)^»— laay— 5ay, 
X'=  ù  (3a^—  i)  +  6a  (a»— 3)  jf — 36ay  —  aoo^' , 
X'rrr  Ça  (  a*  —  5^)  —  72a»j^—  Soay, 
X*T=  —  7aa*—  i  aoa^ , 
X^  =  — laoo^    tt    XV=p. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (200)  {^art,  aS/l 
et  mettant  à  la  place  de  y  sa  valeur  cos  x ,  on  aura 
Tintégrale  par  série  indéfinie  de  la  proposée. 

307.  Proposons- nous  maintenant  d'intégrer  la  for- 
mule différentielle  transcendante  dyl  (  1  -)-  a  cos  j^).  . 

On  a 

,,      ,               .                          a»ço8*y    ,    a^cosV 
/(i  +  acosj^)=cacos^ -^  H ^ 

^  +  etc... (a), 

et  substituant  daift  cette  formule  (a)  les  valeurs  des 
puissances  de  cos  jr  en  fonction^des  premières  putstancct 
des  cosimis  d*arcs  multiples  de  jr,  il  vient 

,,    ,  .  la»       1.3  a^        1.3.6  a*       ^ 

i(i+aco8  v)= . — -^ 7-^  ^— etc. 

^  ^         "'''  a  a       a. 4  4        a. 4.6   6 

,r     .  i.3a3  .  1.5.5  «5  ,  1.3.6.7a'  ,    ^   n 

•  +etc.:.-. g>). 

Donc  Taisant 

/ (  I  +41  cos  j')  =  -r-  A  4"' B  <^osy  —  C  cos  ^ 
+  D  cos  3y  —  etc. ..... (c)  , 
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on  aara 

A  = 1 -z  -y  -I 7"^  -^  +  etc....(rt). 

2  a  ^3.4  4        fl.4.b  b    *  ,       ^  ' 

Or  y  remarquons  que  «i  l'on  dilTérèntie  une  fonction 
constante  en  regardant  la  constante  comme  variable  » 
et  qu'ensuite  on  intègre  la  formule  difFérentielle  obte- 
nue en  ajoutant  à  Vintégrale  la  constante  convenable  , 
on  devra  avoir  pour  résultat  une  fonction  qui  ,  par 
elle-même  ou  par  son  développement ,  sera  identique 
avec  la  proposée.  D  après  cette  remarque  essentielle  , 
puisqu'elle  peut  servir  à  reproduire  une  quantité  sons 
une  forme  plus  simple  que  celle  sous  laquelle  elle  8* est 
déjà  présentée  y  différ entions  l*  équation  (t2)yce  qui 
nous  donnera 

JA=  ^f  ^Vi4  ^  +  i^'  |V  etc.-] 
aLa         a     4  2-4     ^  J 

et  intégrant ,  il  viendra 


-4-C011St...fiO. 

Mais  si  a  =  o^  Téquation  {^d)  cjonne  A=:o;  ainsi 
l'équation  ^(e)  devient 

G  =  Z  f  +  const. 
Pour  déterminer  la  valeur  de  la  fraction  vague  % ,  à 
laquelle  se  réduit  J^      lorsque  a  c=:  o  ,  nous 

nous  servirons  de  la  méthode  enseignée  à  l'article  io , 
ce  qui  réduira  la  fraction  priécédente  à  celle 


fl|/i— « 
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^  qui  deTÎent  J  lorsque  a  =  Oji  donc 

con8t  =  — /i  =  /a. 

Substituant  cette  yaleur   dans   l'équation  (e)  ,  on  a 
complètement  0 

A=/"-^^^ (^), 

De  mêiqe  l'identité  qui  doit  exister  entre  le<  équa- 
ttOBs  (c)  et  (b)  donne 

,    i.3a3    .    1.3.5  a»   ,     .  ,. 

®  =  °  +  — 3+T6"5+*** ^^' 

et  différentiant  cette  équation  ^  il  vient 

A     j  r    .  ï-3  .,  1.3.5  ,,  1.3.5.7  -,  ^  n 

ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

1 

Or  y  si  Ton  fait  a  =  r  >  le  premier  terme  de  la  valeur 
que  nous  venons  de  trouver  à  dB  devient  — ,  . 

dont  riutégrale  est  —  a  )/b* —  i  ,  et  remettant  la 
valeur  de  6  =  - ,  on  aura 

'*iida  i  a  \/i — a'      ' 


/atfa  i 
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De  plus , 

donc  Tîntégrale  de  l'équation  (A)  est 

B  =  -i= ï^ =^  +  const. 

Mais  lorsque  ar=o  »  Téquation  (^)  danne  fi  =o,  ce  , 
qui  change  la   précédente  en  celle  o  =  ^  -f-  const. 
Pour  déterminer  la  valeur  de  la  fraction  «-  à  laquell» 

•e  réduit  celle  — i=- =i  lorsque  c  =o  ,  nous 

servant  toujours  de  la  méthode  deVarticle  60;  cette  dcr-* 
nière  fraction  se  réduira  à  celle  ■  ^      —  qui  de\'ient  o 

lorsque  a  =  6 ,  donc  const  =  o  ;  ce  qui  donne  codï- 
plètement 

•        ^^.ç-y/T^j 

a  ^  -" 

•  etjcomparant  cette  dernière  équation  aveceelte  (/), 
on  en  conclura  que 

A=4 (*)• 

•  Actuelleraent  dirtfrentiant  Téquation  (c) ,  et  divisant 
l'équation  dilFérentielle  par  dy,  il  viendra  ceUe  " 


a  sm 


l-fûOOSJf 


X-  =  B  8in  y  —  aC  sin  ay  4. 3D  «a  5y  »—  ttc. 
osv  ^  ,       -^  ' 


Chassant  le  dénominateur  ^  passant   tous   les  termes 
dans   un  seul  niembre  ,  et   mettant  à   la  place  de 

•in  y  coay  ,  sin  ay  cosy ,  sia  3y  cos^ les  valeurs 

de  ce»^quan1ftés  déduites  de  la  première  équatioadn 
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groupe  (a)  {]art.  t»j41»  on  aura  Téqaatioii 
«=•— B      jsinj'+flC    Jsin2y— 3D    |8m5y  +  ^<^- 

+  o     f        —ïBa>  4-|Ca>  —etc. 

+  îC<A         — |Dfl*  +éEa).         —etc. 

+  a      J 

qui ,  devant  avoir  b'eu  indépiendaimnent  des  valeurs  de 
y,  nous  donnera  les  équations  particulières 

8E— 3Da     ^        loF— 4Ea       ^  \ 

F  = 7 ,  G  = — —  ,  etc.  \ 

5a  £a        '  ) 

dont  il  est  aisé  d*augmenterle  nombre  à  volonté,  d*après 
la  loi  qui  les  ré^t. 

Mais  on  peut  ramener  ces  valeurs  de  A,B,C,D. . . . 
qui  dépendent  chacune  de  celles  qui  précèdent,  à  des 
formes  extrêmement  simples  et  indépendantes  les  unes 
des  autres.  En  effet  fai^nt 


{ 


d'où 

■     '  ab 

on  aura  par  les  substitutions  convenables  dans  les  équa- 
tions {k)  ,  (O  et  (0  »  celles 

A  =  /^,    B  =  a6,      C^ib\      \ 

D^Jè»,     E  =  54^,     F  =  |i*.etcJ 

qu*oo  peut  prolonger  indéfiniment  et  sans  calcul ,  car 
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il  est  aisé  de  voir  par  la  1«  qui  régit  ces  équations  , 

que  le  coefficient  représenté  par  la  n'^'  lettue  capitale 

de  l'alphabet  est  =  ^^  *""'. 

•  Substituant  ces  valeurs  de*  A  ,  B  ,  C. .  .[équat.  (m)T 
dans  réguatyn  (c) ,  on  a  celle 

J(i+a  co8jr)  =  Z^+a6cosy— f  i^cosay+l^cosSy 
'  — 5  Mecs  4y  +  f  3*  cos  5y  —  etc iti64). 

Multipliant  cette  dernière  équation  par  Jy.  et  intégrant, 
il  vient 

fdyKx  +  aco^y)=(l^y+^hûny^^b-f:m2y 

a--?- ft'sin 3y  —  7^  M sin4y  4-  etc.  +  con8t...(3G5). 
3.0  ^      4.4  • 

3o8.  Faisant  û  =  i  ,  l'équation  (a63)  donne  i=J. 
De  plus  y  on  a  alors  le  premier  membre  de  L'équa- 
tion  (a64)  qui  se  réduit  â 

Z  (  1  +  cos  jr)  =|cZ ( ^ cos» \y')'=zl2  +  a/cos ijf  ; 

donc  faisant  |y  =  x  ,  d'où  yz^ax,  l'équation  (aG4) 
donne 

/.cos  X  =  /j  +  T  cos  2X  —  ^  cos  4^  +  J  COS  6x 

—  i  cos  8x  -f-  etc (abb). 

De  même  ,  faisant  c= —  i ,  on  tire  de  l'équation 
(tG3)  i  =r  —  1  *  «t  puisque  l'on  a  alors 

/(i+acos^)  =  /(i— cosj)=^a  +  alogsini^, 

on  déduira  de  l'équation   (a64) ,  en  y  faisant  encore 
ay  =;  X  ,  « 

/.sinjc 


Digitized  by  VjOOQIC 


D*tTÎÎÈ  SEULE  tARÎABLË?  44^ 

t.Bin  a:  =  /i  —  f  cos  ao:  —  i  coi  4^— ^  cos  6x 
—  ^  cos  Sx  -î-  etc (267). 

De  Féquation  (a66)  retranchant  celle  (267) ,  il  vient 

i.cot  X  =  A  cos  ao;  4. 1  cos  6x  + 1  tos  loj: 
+  f  cos  i4aJ-|-etc.*    ..(268). 

Changeant  les  signes  de  tons  les  termes  des  seconds 
membres  des  équations  (266),  (267)  et  (aG8)  ,  on  aura 
les  expressions  en  suites  indéfinies  des  quantités  respect 
tiyes  /.séci  a?,  Lcoséc  x  et  /.tang  of* 

Multipliant  chacune  des  trois  équations  (a66)  ; 
(367)  et  (a68)  par  dx^  ensuite  intégrant  les  trois  pvo^ 
duits  ^  on  aura 

fdxl.  cosx  ==  xl  — I sin  ax  —  — ;  sin  Ax'^ 

a  '  i.a  a. 4      ^^ 

+5-^  sin  6x  —  etc.  +  const. , 


fixlMïXzszxl sina±— ^ — -sini 

a      i.a  a. 4 

-*-  =-^  sin  6j?  -*-  etc*  4"  const.  ^ 


.(aëg); 


376^ 

fdxLcotxt=: — »'SÎn  ax-f'^^na6x 

+  y-y  sin  lox  «f«  etc.  +  const. 

Changeant  les  signes  des  seconds  lâembres  des  équaa 
fions  du  groupe  (269)^  il  est  clair  qu*on  aura  les 
intégrales  île  dxlsécx  p  dxUoêiôx  etdxltaxigXé 

«9 
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Actaellemcnt  faisaat  attention  gue 

fdx  /.»m-ver»  x  z=fdx  l  (  i  — cos  x  ) 
— /ir  /,a  sin»ix  =:yar/.a+  a/dxi.sini  jp  , 

il  sera  aisé ,  par  le  moyen  de  la  seconde  équation  du 
groupe  (i>65^  ;  de  trouver 

^,   ,  .                  ,1      a4»>^     «in sa;      asinSx 
fdxLsm-werx=xl-^ ^5 — gr- 
ain ^ij?      Q  sin  5x      sin  Go?       ^      ,          ^       r^^^\ 
-"M ? -gyë"- ''*'=-  +  *=°°'*-*-^'7o). 

309.  Pour  iotégiirw  lee  formules  différentieUet 
m**  8in"X£fcc  et  m**  cos"x«lr ,  nous  nous  seryironis  de  h 
méthode  des  intégrations  réciproques  (art.  s  17),  et 
'chercherons  à  ramener  les  intégrations  des  quantités 
proposées  à  celles  d'autres  formules  que  nous  sachioni 
intégrer  directement. 

DifFérentiant  m**  sin'j: ,  on  4 
rf.m*'sin"x  =s  alrnm^mk'xdx^  iim*'ân*"*x  cos  xdx^ 
d'où  Von  tire 
/ni^àin'xdbcrsîi^î^ j'fm'^^\n'^'xcotxàx..{a). 

Différentiaat  le  facteur  de  dx  sous  I^  dernier  signe  d*ic« 
tégratioQ,  il  vient 

d .  mf^  sin*^»«  cûa  :i?  =  alm^ml^  sin»"*j?  ço»  xdoç 
-f-  (  »  —  1  )  m^  ôin*-*x  cos^xdx  —m"  énJ'xdx  ; 

d*où 
A-  .«  •  li.!  jf       m*'sîn""*xcosx     w-i>.  -^  •  h^,^- 


.+  5ïi/'^r«o-jçcip. .  ^ 
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Substihilint  tette  valeur  dans  l'équation  (a) ,  transpo- 
eant  le  dernier  terme  dans  le  premier  membre,  réduisant 

et  divisant  toute  l'équation  par  ^—r-rr^—  *  il  vient 

r  ^jt     •  «  m'»'8in"-»x  - .   ...  _ 

fm^dx  8m"x  =  ^  ,   ^,      ^  LC^'/n)  sm  a?—  n  cos  xj 

Mettant  successivement  dans  cette  dernière  équation 

n  — a,  n— 4»  »  — 6 à  la  place  de  n,  il  est 

clair  què  si  n  est  un  nombre  entier  et  positif ,  on  par- 
TÎendra  par  des  substitutions  continues  ^  à  ramener  Tin-» 
tégration  detnandée  à  celle  de  Tnfdx ,  si  n  «st  un 
nombre  pair  ^  et  à  celle  de  m^  sin  xdx  ,  si  n  est  un 

nombre  impair;  or  fm^'dx  =  -j-  m^,  et  lorsque  n 

est  =  1  ,  la  formule  (371)  donne  tout  de  suite 

m" 
fm^^dxAa  a:ac"  \VTl  \% («'''» «n a>— cosse). * . (î47aX» 

Opérant   d'une  manière  semblable  pour  intégrer 
m^'dx  cos"x ,  on  trouver* 

Jm**dx  co8"x='r-ï-r: Vulm cosx+  nsm  xl 

•^  (almy  -f-  n»  *-  -* 

Ainti  n  étant  un  nombre  entiet  et  positif ,  la  formule 
précédente  pounf  se  prolonger  jusqu'au  terme 

n  n  est  im  Nombre  pair  ;  et  $1  n  est  un  nombre  im« 

^9- 
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pair ,  rintégration  de  la  proposée  se  ramènera  à  h 
cuiTante ,  donnée  immédiatement  par  Téquation  (273) 
lorsqu'on  y  fait  /i=  1 , 

fmf^dx cos'x  =  .J^y^^  (a/mcosa;+rina:)...(274). 

Appucations.  I.  /nt^er  e**  ain^xdx. 

Noos  avons  o  =  a  ,  n=4  et  m  =  e,  d'où 

Im  szle  z=:  i,  ^ 

Substituant  ces  valeurs  dans  Véquation  (ayi)^  il  vient 

^''sin'jC 
fc^àa^jcdx^z  ' (  ain  X  —  a  cos  x  ) 

+ 1  ft^An^xdx (6). 

Actuellement  faisant  n  =  a  ,  la  même  formule  (vji) 

donne 

t         e**sin  X ,  .  x    ■   1    •• 

/«"sm'xiijc= — 2 —  (*"*  ^ —  cosa:)4.|a^. 

Substituant  cette  valeur  dans  réq^ation  (&),  il  vient 

fé^àB^xdx= C  "°*^  (*"*  ^  ""^  cos  jc) 

-f-|(8inx  — cosx)]  -f.JLe«*+const. 

II.  IiOégrer  e^coAdx. 

Nous  avons  a  =a ,  ii==3  et  111=: e.  Substituant  cet 
valeurs  dans  Téquation  (273) ,  il  vie*t  , 

fe^dXQO^x— — j3-^(^  co8X  +  3smx) 
+  Ysfe^dx  co%  a:. . .  •  • .  (0* 
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Mais  réqaation  (374)  donne 

f^dx  cos  X  = i g— ^ ! — '  ; 

donc 

yê*«cos^xcIx=-=-[co8*x  (a  cos  X  +  3  8În  x) 
10 

♦  -f- 1( a  cos  a:  +  an X )3  +  comst. 

3 10.  Puisqu'on  a  généralement 

•in  a  sin  6  =  -^  cos  (  a  —  i)  —  \  cos  (a  +  i) , 

cos  a  Ci.  >  i  =  i  cos  (  a  4-  i)  -f*  ï  co«  (fit  —  fr)  * 
sin  a  cos  6  =  ^  sin  (a  +  6)  +  ^  sin  (a  —  i), 
cos  a  sin  fr  =s  i  sin  (a  +  6)  —  i  sia  (a  —  ft), 

-(  voyez  la  Trigonométrie  de  Legendre ,  art.  07)  ;  il  est 
clair  que  faisant  a^ipx  et  &  zzfx^  on  aura 

sin  px  sin  é/xirr^cosC/T— ^)x— J  cos(/>-f^)xl 
cos/;xcosçx==icos(;7+^)x+icos(p — 9)^f 
«inpxcos9x=ïSin(p-H7)x4-ï  Mû(/>— 9)xr"^  '* 
cos  px  sin  çx = 5  sin  (p+9)  X— i  tin  (  p-^)  X  J 

donc ,  on  pourra  toujours  ramener  les  ipté^atioBS  des 
fonctions  différentielles 

'(  sin  px  sin  qx  ydx  ^ 

(cop  px  cos  qxydx  >.• .  •  •(*) 

(  5in  px  cos  qx  ydx  J 

aux  intégrations  de  quantités  différentielles  de  la 
forme 
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p  —  g 


Acos*(p  +  ç)  X Qosf  (^p--^ q) xdx , 
et      B  «n*  CP  +  ^)  ^  «.in^Cp  —  ?)  xdx ,  ^ 

A  et  È  repréaentaat  des  cotffkienft  numiriqatt. 

Les  quatre  preimères  formules  du  groupe  (c)  s'intè- 
grent par  les  méthodes  enseignées  aux  art.  ajj a8a. 

Pour  intégrer  la  cinquième  formule  du  groupe  (c) ,  il 
faudra  développer  cos  (p+f)  x  et  cos  (p  47)  jp  en 
cuites  des  puissances  de  cos  x  {voyez  la  Géométrie  de 
Legendre,  art.  33  de  la  Trigonométrie ,  première  et 
seconde  ligues  de  tapage  554  >  quatrième  édition),  ék- 
verces  déveioppenena  aux  puissances  respectives  aetb^ 
multiplier  entre  elles  les  deux  suites  résistantes,  ensuite 
multiplier  chaque  terme  du  produit  par  dx  ;  de  manière 
qu*on  n*aura  qu*à  intégrer  une  suite  de  termes  de  la 
forme  C  cos'xdx ,  ce  que  nous  savons  faire  (  art.  aj8  « 
eSoySSa). 

De  même  ^  pour  intégrer  la  dtmièii^  formule  du 
groupe  (c)  ,  il  faudra  développer  sin  (p  -f-  <})  ^  ^^ 
ein  (p-^47  )  X  en  suites  des  seules  puissances  de  sinx  , 
ei  des  deux  quantités  p  et  q  Tune  e.*'t  paire  et  l'autre  9st 
impaire  ,  ce  qui  rend  p  +<7  et  p  —  </  des  nombre» 
impairs;  ou  développer  sin  (p+  </  )  x  et  sin  (p — q)x 
en  suites  de  puissances  de  siu  x  multipliées  par  cos  x, 
^  les  nombres  p  %t  q  sont  tous  les  deux  pain  on  tous 
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las  deux  impairs,  ce  qui  rend  p^  q  tt  p— -9  des 
nombres  pairs.  Eosmte  élevant  ces  développemens  aux 
puissances  respectives  a  et  6  ,  et  multipliant  entre 
elles  les  deux  suites  résultantes  ,  on  n'aura  qu*i  inté«- 
grer  des  termes  de  la  forme 

Dmfxdx (d), 

si  a  et  i  sont  des  nombres  pairs ,  quelles  que  soient 
les  valeurs  paires  on  impaires  de  p  et  de  9 ,  ou  si  l'une 
des  deux  quantités  p  et  q  étant  paire ,  Tautre  est 
impaire ,  quelles  que  soient  les  valeurs  paire  o«  impaire 
de  «  et  de  b.  Maie  »  les  deux  nombres  représentés 
par  p  et  q  étant  tous  les  deux  pairs  ou  tous  les  deux 
impairs ,  les  deux  nombres  représentés  par  a  et  b  ,on 
un  seul  de  ces  deux  nombres  est  impair  }  on  aura  enr- 
core  i  intégrer  des  termes  de  la  forme 

E  sin^x  cotfxdx (e)  : 

or  y  la  formule  (d>  s'intégre  par  l'une  des  méthodes 
enseignées  aux  articles  377 ,  5179  et  a8 1  ,  et  celle  (èy 
s'intègre  par  les  métbodes  enseignées  aux  articles  aS6 
et  1187.  Donc  les  intégrations  des  trois  formules  (6) 
dépendent  absolument  de  celles  que  nous  avons  eonii* 
dérées  précédemment  dans  ce  cbafiAtre. 

5i  1 .  Les  intég^tions  des  formdes 

m^dx  sin  px  nn  qx\ 

m^dx  cos  px  cos  qx> (a) 

mf^dx  sin  px  cos  qx) 

n'offrent  aucune  difficulté  d'après  ce  qui  a  été  dit  dam 
les  deux  articles  précédons ,  puisque  par  le  moyen  des 
équations  (a)  de  Tart.  3io,  on  pourra  décomposer 
chacun  des  produits  de  deux  facteurs  trigonométriques 
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des  fonnnles  (a)  de  cet  article  ^  en  un  binôme  dont 
chaque  terme  ne  renfermera  qn'nn  cosinus  ou  un 
sinus  ;  et  par  conséquent  tout  se  réduira  ^  intégrer 
des  quantités  différentielles  de  la  forme 

m*'d  (bx)  eos  (bx}        et        m*'d  (px)  un  (fix)  j, 


on 


nr        d(bx)cos(bx)     et    nr        d(bx)sm(bx) , 

dont  les  intégrales  sont  immédiatement  données  par  les 
formules  {vj/^j  et  (ayi)  >  en  mettant  dans  ces  for- 

Qiules  7  et  &x  à  la  place  des  quantités  irespecUvea 

a  et  X. 

Par  exemple,  soit  proposé  d'intégrer 

m^dx  sîn  Sx  sin  3jr  f 

la  première  équation  du  groupe  (a)  de  Tarticle  3ia 
donne 

sin  5x  naSx  =  ^  cos  ax  -p-  ^  cos  Sx  ; 
donc 

/in*»abcain5xsin3x=i/m^"ii(ax) 

^  \  fn^ '     cos Sxd(Sx)  =  -  ,,  ^^  ,    (cosax Im+ân ax) 
^  fl(/m)'-f-i^  •  * 

^x 

5 là.  Enfin  la  théorie  précédente  nous  donne  toujours 
a  facilité  d'intégrer  la  formule  différentielle 

m^dxMa^x  cos'x  ^ 
puisqn'en  développant  sin"x  en  une  suite  de  cosinus 
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d'arcs  multiples,  si  n  est  un  nombre  pair  [équat.  (à)  , 
art.  281]] ,  ou  en  une  suite  de  sinus  .d'arcs  multiples  , 
•i  n  représente  un  nombre  impair  [équat.  (b) ,  art.  a$i], 
€t  développant  cos'x  en  uue  suite  de  cosinus  d'arcs 
multiples  [  équat.  (a)  et  (b) ,  art.  aSa  ]  ,  ensuite  mul- 
tipliant le  produit  de  ces  deux  déyeloppemens  par 
Tn^'dx  ,  on  n*aura  plus  qu'à  intégrer  une  suite  de  termes 
de  la  forme  m**  cospi?  cosqxdx ,  m"  sin  px  cos  qxd^p 
que  nous  sayoi^  intégrer  (art.  3i  1)  ,  et  d'autres  termes 
de  la  forme  rnf^  cos  pxdx  ou  mf^  sin  pxdx  qu'on  peut 
écrire  ainsi  qu'il  suit 

m    '  '  A  ^ 

mP        cos{px)d(px)  rnF      sin(p3p)  d  {px) 

■'  '     "     •     et         ■  % 

P  P 

dont  les  intégrales  sont  directement  données  par  les  for- 
mules (^74)  et  (27a), 


CHAPITRE  VI. 

Des  intégrales  prises  entre  des  limites.^ 

5i3.  IvEFRÉSENTANT  par  fx  l'intégrale  obtenue 
suivant  les  méthodes  enseignées  précédemment  de 
TLdx',  cette  intégrale  est,  comme  nous  Pavons  déjà 
dit  à  l'article  aoi  ,  incomplète  tant  qu'on  n'y  ajoute 
pas  la  constante  convenable  et  détermmée  d'après  la 
nature  de  la  question  qui  a  donné  lieu  à  ces  calculs  ; 
et  si ,  ne  déterminant  pas  cette  constante  ,  on  ne  fait 
qu'écrire  i  la  suite  de  l'intégrale  fx ,  l'obréviatioa 
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eomt.  y  qm  représente  une  coBitante  indétenninée  ; 
alors  Tintégralede  Xdbrn  estifn'indétemiiBfaieDt  com- 
plètev  Ainsi  représentant  par  C  nne  ooftstaote  déter-* 
minée^  on  a  i 


fXdx=zfx+C        \  r  complète, 

pLdx=sfx  f  qui  est  nne  1  incomplète^ 

/XJr=)&+coxnt.r  întégrak  ^tadéterminément 
y  c    complète. 

Mais  si  dans  la  première ,  ainsi  que  dans  la  troisième 
équation  précédente ,  on  donne  successivement  deux 
Taleurs  a  et  6  à  Vx  àtfx,  et  qn'on  retranche  ,  par 
exemple,  de  Fintégrale  oà  x  =  fr,  celle  où  xasa,  il 
est  clair  que  dans  Fane  comme  dans  l'autre  de  ces  deux 
équations ,  la  constante  disparaîtra  ;  donc  le  résultat 
sera  le  même ,  quelle  que  soit  celle  des  trois  équations 
précédentes  sur  laquelle  on  opérera. 

La  quantité  fi  — fa  proyenant  de  Fintégrale /i , 
prise  depuis  x:=a  jusqu'à  xz=sb,  s'appelle  intégrale 
prise  entre  les  limites  a  et  b. 

Si  pour  07=  a  on  a  /X{£c=so,  alors  Fintégrale 
est  dite  prise  depuis  son  origine  jusqu'à  la  limite  b. 

Les  intégrales  prises  entre  des  limites  sont  très- 
avantageuses  pour  avoir  avec  une  grande  approxima- 
aîon  les  intégrales  des  difFérentielles  qu'on  ne  peut  in«* 
iégrer  exactement,,  et  oatr%  cela  dles  ont  quelquefois 
de  belles  propriétés  que  nous  serons  dans  le  cas  d'exar 
aùner  par  k  suite.  Nous  allons ,  dans  ce  chapitre , 
fidre  connaître  le  premier  de  ces  avantages  ;  ensuite 
BOUS  examinerons  les  propriétés  de  quelques  inté- 
grales da  chapitre  précédent  ^  lorsqu'on  les  prend  entrs 
certaines  Umites» 
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Z14.  Prtnant  pour  plus  de  généralité  Vintégrale  de 

Tidjp  entre  les  limites  x  et  x  -+-  ^^  >  ©*  représentant 

parX,  ce  que  devieht  X  lorsqu'on  y  substitue  x+àx 

à  la  place  de  x^  on  aura 

jfXidx  — /Xdx, 
ou 

Mais 

d(»c faisant sttccefldyeme&tX^S'-T-'i  X'sr:^— ..., 
on  aura 

AfXdx=XAx+X'  ^+X'  ^+  etc (875). 

Substituant  à  la  place  de  x  la  première  limite  a ,  et  i 
la  place  de  Axla  différence  b — a  des  deux  limites, 
r  équation  (376)  donnera  Tintégrale  demandée  entre  les  ' 
limites  a  et  b, 

3i5.  L*équation  (376)  ne  peut  ayoir  un  nombre  fiai 
de  termes  qa*en  tant  qu'un  des  X  accentués  s'évanouit  y 
c'est-à-dire  que  VX  primitif  ne  se  compose  que  de  terme* 
affectés  de  puissances  entières  et  positives  de  la  varia** 
ble  x;  or  0  dans  ce  cas-M ,  il  est  encore  plue  simple , 
pour  avoir  l'intégrale  de  la  formule  proposée  Xdx 
entre  les  limites  a  et  6 ,  d'intégrer  chaque  terme  en 
particulier  y  d'y  faire  successivement  x=aetx=i, 
ensuite  de  soustraire  du  second  résultat  le  premier. 

De  mêiàe  dans  le  cas  oà  Xiix  peat  6  intégrer  ezac» 
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tément ,  quoique  tons  lef  termes  du  polynôme  repré* 
sente  par  X  ne  soient  pas  afFipctés  dé  puissances  en- 
tières et  positives  de  x,  on  ne  doit  pas  se  sénrîr  de  la 
formule  (376)  pour  avoir  l'intégrale  demandée  entre 
les  limites  a  et  b ,  puisqu 'alors  aucun  X  accentué  n» 
•'évanouissant,  U  série  donnée  par  la  formule  (275  ) 
se  prolonge  indéfiniment,  et  par  conséquent  ne  donne 
pas  exactement  l'intégrale  cherchée  entre  les  limites 
proposées,  au  lieu  qu'on  peut  l'avoir  exactement  en 
prenant,  suivant  les  méthodes  des  chapitres  précédens , 
l'intégrale  exacte  de  Xdx ,  ensuite  7  substituant  suo- 
pessivement  à  la  place  de  x ,  les  Umites  a  et  6  ,  et 
enEn  en  prenant  la  différence  de  ces  deux  résultats. 

3i6.  n  suit  de  là  que  la  formule  (976)  ne  peut 
être  utile  dans  les  Intégrations  que  lorsque  l'on  cherche 
l'intégrale  d'une  fonction  différentielle  Xdx  qui  ne 
peut  s'intégrer  exactement  5  mais  dans  ce  dernier  cas , 
la  formule  (375)  devînt  extrêmement  favorable  à  la 
recherche  de  l'intégrale  avec  une  très-grande  approzi-* 
matipn ,  de  certaines  formules  que  l'on  n'aurait  pu  in- 
.tégrer  qu'avec  peu  d'appro»mation  par  les  méthodes 
enseignées  au  chapitre  IV.  En  effet ,  ou  Ax  (=  b— a) 
est  une  quantité  assez  petite  pour  rendre  la  suite  (^75) 
très-convergente,  ou  si  elle  est  trop  grande,  on  peut 
la  subdiviser  en  un  nonobre  n  de  parties  égales  et  suiE- 
•amment  petites  ,  que  je  représente  par  ^x  ;  alors 
prenant  d'abord  l'intégrale  de  Xiir,  depuis  x  jusqu'à 
OP  -f-^a; ,  la  formule  (376)  donnera  cette  intégrale 

Y*     .   X7x^   .    XV;c^     ,     ^ 

/ 

et  représentant  cette  dernière  quantité  par  X, ,  0» 
aura  l'intégrale  de  Xtdx  prise  depuis  x -f- ^x  jusqu'à. 
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jK  -f*  â/x  ^  qui  sera 

X./x  +-^  +  — i-g-  +  etc. 

De  même  représentant  cette  dernière  série  par  X« ,  on 
trouvera  que  l'intégrale  de  X^Jx  depuis  x  -f*  ^^^  j^^ 
qu*à  X  -f-  3^x  est 

X.^x  +  — ^  +  -j-g-  +  etc. 

Enfin  àx  ayant  été  divisée  en  n  parties  égales  Ix , 
l'intégrale  de  X,,_,dx  depuis  x  +  (n —  i  )  /x  jusqu'à 
X  -f*  fi^x  ou  X  +  ^^  est 

—i^x  H ^ 1 -^ h  etc. 

Donc  réunissant  toutes  «es  intégrales  entre  les  limites 
partielles  X,  x-l-J^x^x^  flJ'x. . .  .x+(/»— i  )/x  , 
x+Ax,  on  aura  l'équation 

AfXdx    ou    fXdx  depuis  x  jusqu'à  x  +  Ax = 

(x+x,+x....+x^.y*+(X'+x:+x;...+xv,)^ 

+(X'+X:+X;. . .  .+X'._.)'^  +  etc. .  .^.(a76) , 

qui  donnera  l'intégrale  de  X<?r  entre  x  et  x  -f-  Ax 
avec  telle  approximation  qu'on  le  désirera  ^  puisque 
la  quantité  ^x  a  pu  être  prise  aussi  petite  qu'on  l'a 
Voulu. 

317.  Ainsi  que  nous  l'ayons  déjà^nnoncé  à  l'art.  3i3> 
les  intégrales  prises  entre  certaines  limites  ont  quel* 
quefois  des  propriétés  remarquables  >  soit  par  leurs 
rapports  avec  d'autres  .  soit  par  elles-mêmes.  Nous 
allons  en  donner  quelques  exemples.  ^ 
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1°.  Les  intégrales  de  dxlcos  x  et  de  dxl  ria  t 
t  groupe  (aSg),  art.  SoS]  étant  prises  entre  a:=o  et 
x=i7r,  sont  également  i «r/ i  ;  donc  eatre  Itê  limites 
o  et  ^  «•,  on  a 

/dxlcosxs=z/Jxl9mx-=z  •- /i...(a77). 

3 

S**.  Et  pnisqn'en  changeant  les  signes  des  seconds 
membres  des  deux  premières  éqnations  da  groupe  (269) 
[art.  3o83 ,  on  a  les  intégrales  de  dxl  sec  x  et  do 
dxl  coséc  X  y  on  ea  conclura  de  même  qu'on  a^  depuit 
X  ^=  o  )usqu*à  X  =  ^  ir , 

fixl  séc  X  =  fdxl  coséc  «  :a=*-  fa. . .  •  (278) . 

a\  Prenant rintégrale  (370)  (^art.  3o83  depuis  x=o 
jusqu'à  X  =—  y  on  a  dans  ces  limites , 

yHr/sîn-yersx 

if.  On  trouvera  aussi  que  la  même  intégrale  (ayo) 
prise  entre  les  limites  x=:o  et  x^ssr,  donne 
•    /ïr/sin*Tersx=  —  ir/a (a8o). 


FIN  DE  LA  P^EMliAE  SECtION  D0  CALCUL  INTÉGIAL. 
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NOTES 

RELATIVES  A  LA  PREMIÈRE  SECTION 

DU  CALCUL  INTÉGRAL. 


NOTE  I. 

De  la  recherche  des  facteurs  du  second  degré, 
recelant  deux  facteurs  imaginaires ,  des  po- 
fynomes  algébriques  et  rationnels^ 

« 

Toute  fonction  rationnelle  de  h  qu'on  peut  géné- 
ralement représenter  par 

A  +  B6  +  C6*  +  Di» +  R6r  • . .  (a)  , 

étant  égalée  à  zéro  ,  il  est  clair  que  si  l'on  peut  par- 
venir à  résoudre  complètement  Téquation  résultante  , 
les  facteurs réels^du^remier degré  se  présenteront  sous 
la  forme  £  -(.  G&  ,  et  les  facteurs  imaginaires  se 
présenteront  de  deux  en  deux  sous  la  forme  du  tri- 
nome 

dans  leqi^el    on  a  conjéquemment  -^rrr^C  '  ;  donc 
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faisant  «rrrjj-  =  cos  M ,  d'où  on  tire  I  =î  HK cosM^ 

et  substituant  cette  Taleur  dans  le  trinôme  (b) ,  on 
aura  celui 

H«  — aHKcosM.5+R*6».,..(c), 

lequel  représente  toujours  le  produit  de  deux  facteun 
imaginaired  du  premier  degré.  En  effet ,  égalant  ce 
trinôme  à  zéro ,  et  résolvant  l'équation  résultante  »  on 
trouve  que  ces  deux  racines  sont 

6—  ^  tcosM±:sinM  |/— i],*..(^. 

Or  ,  il  est  visible  que  si  le  trinôme  (c)  est  un  facteur  da 
second  degré  du  polynôme  (a)  ,  les  deux  racines  (d) 
seront  aussi  racines  de  (a)  ;  donc  égalant  la  quantité 
{d)  à  zéro  ,  ce  qui  donne  (a)  =  o  ,  et  substituant  sac-* 
cessivement  les  deux  valeurs  de  b  que  l'on  déduit  de 
l'équation  (tQ  =s  o ,  dans  l'équation  (a)  =o  ,  on  *tura 
les  deux  équations  suivantes , 
A-f-  BN  [cosM  -f-sîn'M  ^Z— i] 
-h  CN*  [cos aM  +  sinaM  v/— -i  ] 

+  RN''  [  cospM  +  sinpM  ^Z—  13  =  0..  .(c)  ; 

A  4-  BN  [cos  M  —  sin  M  i/—  O 
-f-CN*  [cosaM— sinaM  V^— O 

+  RN''  [  cospM  —  sin  pM  V/—  1  ].  •  •  (f)  # 
dans  lesquelles  nous  avons  fait  pour  abréger , 

N-i- (^)- 

Ajoutant  les  deux  équations  (e)  et  (f)  1  ensuite  re-^ 

tranchant 
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bamchant  la  seconde  (f)  de  la  première  (g) ,  il  Tient 
reapectivement  à  ces  deux  opérations  »  les  équations 

A-f-BNcosM+CN»cos  aM...-f  RNï'cospM=o...(A)  ; 
BN  sin  M+CN*iBin aM...H-RN'  sin pM=o...(*)  ^ 

par  le  moyen  desquelles  on  ^eut  aisément  décom-^ 
poser  certains  polynômes  rationnels  en  factem^  de 
degrés  inférieurs.  En  yoici  quelques  exemples. 

I.  Représentant  par  n  un  nomiré  entier  et  positifs 
on  demande  de  tfou¥et  tous  tes  facteurs  du  second 
degré  des  binômes  A"+  b*»  et  a"~b**'. 

On  a  TU  en  algèbre ,  que  le  premier  deii  binomee 
proposés  *n'a  pas  de  raéines  réelleé ,  et  que  le  second 
n'a  de  racines  réelles  que  les  deux  a  db  6,  DonO 
qm  -f-  6^  a  n  facteurs  du  second  degré  ^  recelant  cba^ 
cun  deux  racines  imaginaires,  et  a**  — &*"  n'a  qua 
n  — ^  1  de  pareils  facteurs  du  second  degré.  Cela  posé^ 
comparant  les  deux  binonies  o^  dzé**  ayec  le  poly^ 
nome  (a)  ,  Ton  a  \ 

À=a",  (B,C....)  =  o,  K  =  ±:i  ëtpîsa»/ 
^donC  l'équation  (A)  donna  celle 

a»»±:N"cosanM  =  o.;.i.(ft)i  , 
et  Celle  (  i)  donne  l'égalité 

d:N**sinanM=o,    d'o4    sin  atikt  ==àOi 

^onc  l'arc  sliM  est  multiple  de  la  demi-circonfétenca 
it  du  cercle,  ce  qui  réduit  l'équation  (k)  à  celle 

le  signe  positif  qai  précéda  l'unité  est  pour  le  cas  a& 

3# 
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arM  est  égal  à  zéro  ,  on  un  maltiple  pair  de  la  demi- 
drconférence  ,  le  signe  négatif  est  pour  celui  où  ânH 
est  an  multiple  impair  de  r. 

Mais  de  l'équation  (  /)  >  on  tire 

'd*où  il  est  aisé  de  voir  qn'afin  que  a  soit  réel ,  il  faut 
pour  le  binôme  fi?"  -f-  &'"  qui 'donne  le  signe  — -  devant 
N",  prendre  Tunité  négative  ,  c'est-à-dire  ,  prendre 
l'arc  ajiM  multiple  imp^  de  la  demi-circonférence 
du  cercle  j  et  pour  le  binôme  a**  —  6**  qui  donne 
V*^  poittif  y  prendre  aussi  l'unité  positive  ^  c'est-à-dire 
Taie  snM  multiple  pair  de  la  demi-droonf érenc:e  w, 
Done . représentant  par  m  un  nombre  entier  positif, 
Impair  pour  le  binôme  a*"  -f~  ^  ^^  P^  pour  celui 
«^  — 4**,  on  awra 

anM  =  /nsr , 
d'où 

H=21     ^t     a=J>fF  =  N=55(;équa.(g)3; 

or^  il  est  évident  quei  n'ayant  pour  coefficient  dans 
les  deux  biqomes  proposés  que  l'unité ,  n'aura  de 
même  que  ce  coefficient  dans  les  facteurs  du  second 
degré  [  form.  (&)]  de  ces  binômes;  on  aura  donc 
K  =  I  j  ce  qui  donne 


.(=«)=H. 


Substituant  les  valeurs  de  H  ^  M  et  K  dans  la  for^ 
muLi  (b) ,  on  a  celle 

a*— aacos —  6 -f'6*.»..(m), 
an       • 
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éans  laquelle  faisant  sticcessîvement-m  égal  à  totis  léi 
nombres  impairs  ,  depuis  1  jusqu'à  an  -*«  1  inclusive^ 
ment^  on  aura  le  nombre  n  de  facteurs  demandés  du 
«econd  degt'è  du  binôme  a*»  +  6**  ;  et  dans  laquelle 
faisait  successivement  m=a ,  ^,6. . .  *3 (it—  1  ) ,on 
anra'les/i-^i  factieturs  demandés  du  second  degré  da 
binôme  ©■•  —  i^* 

Mais  afin -de  distinguer  les  J^rmes  généraux  des  suites 
formées,  par  les  facteurs  du  second  degré  de  Tun  et 
l'autre  binômes  proposés  »  nous  écrirons  celui  de 
c*»+  è**  mnsi  qu'il  suit, 

'a*  — aofrcoâ.- 1  if+  5*.  ...(11)4 

et  alors  faisant  successivement  dar^s  le  seul  numéra-» 

teuv  ûH'^  i  du  coefiEu:ient  de  «•,  n:=i,  a,  3 n^ 

on  aura^  lef  n  facteurs  trinômes  du  second  degré  da 
biaoQte  «"»+i**, 

Fatt  exemple  y  «oit  propo^  la  binôme  a^-f-Â^»  ca 
qui  donne  nasS;  on  trouvera  en  faisant  successive^ 
ment  l'/i  du  nomérateur  du  coefficient  da  s- ,  =  1  ^ 
a  et  3|  que  les  trois  facteurs  du  second  degré  du 
binôme  proposé  sont: 

a*  — aoi  cos  J  »  + 6*^a*— aï  v/3  +  i»^ 

et     at-^ânft  CMf  «'4-&*3:7a*-ff*ofr  V^î-fîî*, 

Quant  au  terme  général  du  binôme  «^  —  i*«,  nous 
l'écrirons  sbus  la  forme* 

a*— «aoï  côs— ^^ir  +  fc» (ô)) 

et  ators  taièant  succÉ^ssiVeAtot  n  s  a,  5,  4.. .  • .  »  .n 
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dans  le  êeul  numérateur  n —  i  du  coefficient  de  ie; 
on  aura  les  n  — ,i  facteurs  du  second  degré  du  tn- 
nome  aU  — ^,  recelant  chacun  deux  facteurs  ima« 
ginairet  dû  premier  degré.  Par  exemple  »  soit  le  binôme 
a^ — ^S;  on  trouvera^  en  faisant  succesûyement  Vn  da 
numérateur  ^  coefficient  de  «■  dans  le  tnnome  (o) , 
s=â  et  3|  les  deux  trinômes 

û» — safr  ces  ^  a-+4«=  ûf— û4  -|-  A» 
et         a*— aaicos  J  «-+*•=  tf»+a4  -f- A*. 

n.  Soit  proposé  de  trousser  tous  Us  facteurs  iles  deux 
binomef9?^±b*'"^\ 

Il  est  dair  que  cette  formule ,  prise  avec  te  signe 
positif,  n  a  pour  racine  réelle  que  a+b ,  et  que ,  prise 
arec  le  signe  négatif,  elle  n*a  pour  racine  réelle  que 
0-.  A  ;  donc  les  deux  binômes  proposés  ont  également 
n  facteurs  du  second  degré ,  recelant  chacun  deux  ra« 
cines  imaginaires;  or,  en  opérant  comme  dansTappli- 
cation  précédente  des  équations  (A)  et  (i) ,  on  trouf 
les  épations 

^^M^-i  ±  Na»4.|  cos  Kail+    l)M]=50 

et 

MnC(ai»+i)]M=p; 

de  cette  dernière  équation  on  conclura  que  (an-f-i)M 
est  un  multiple  de  la  demi-circonférence  w  du  cercle; 
ainsi  m  étant  un  nombre  entier  et  positif,  oa  a 

M  — -2^    et    «=:pt=pN"^"X±:iI- 
5m  -f- 1  r  *•  ^^ 

Donc  a  devant  être  par  faypethète  une  quantité  post- 
tive,  les  deux  facteurs  qui  sont  sous  le  signe  radical 
4*expos^t  impair  m+i ,  doiTent  être  prit  «rec  i^ 
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mémea  signes  ;  il  faudra  donc  que  (  aii.4-  ^  )  M  ^oit 
un  multiple  impipr  d^  la  demi-circonférence  du  cercle 
pour  le  binôme  a*"**  +  6**"»"',  et  que  cette  même 
dernière  quantité  (371+  i)  M  soit  un  multiple  pair 
de  la  demi-^trconf  erence  ^r  pour  le  binôme  a*"**— fc*^*. 
Or^  nous  ayons  dans  tous  les  cas^ 

a(=5)[équat.Qr)3-H, 

puisque  le  coei&cient  de  i*"*^*  dans  les  deux  binômes 
proposés  est  »  abstraction  faîte  du  signe  qui  raffecte , 
égal  à  Tunité  ;  donc  8i4>stituant  dans  la  formule  (fr.)  , 
Cette  dernière  yaleur  de  H ,  ainsi  que  celles  de  K  (==  1) 

et  de  M  (  =     ^^     I*  ^t  mettant  à  la  blace  de  m 
\      an -1-1/*  ^ 

des  fonctions  convenables  de  n^  on  a  pour  le  binôme 

a"+*  4.  6»*+-»  la  formule 

fl^— '  2ab  cos      *7    «■  +  **••••(/')> 

qui  donne  les  n  facteurs  cherchés  du  second  degré  du 
binôme  précédent  ,  en  faisant  successivement  Vn  du 
numérateur  an —  1  du  coefficient  de  ^ ,  =  j^st ,  5.... 71. 
On  a  de  même  pour  le  binôme  a'*^*  — 6**+*,  la 
formule  ' 

o*~  uab  cos  l^ii=lll!I+  i*.  ..fn). 
an-ti 

d*où  Von  déduira  les  n  facteurs  demandés  du  second 
degré ,  en  faisant  successivement  Yn  du  numérateur 
du  coefficient  de  ^  ae  a^  3  ^  4*  •  •  •  ('^'f*  ^  )• 

III.  Proposons-nous  actuellement  de  trouver  les  an 
facteurs  du  second  degré  du  trinôme 

a4»  — aa«»b»»<wP  +  W».....(r^ 
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Cotn|Mu:ant  et  triAome  avec  la  Simule  (a)  ,  il  vient 
A=a<*,    p  =  4n,    R=i>    d'où    K=i; 
et  à  Fom  reprétente  par /le coefficient  da(2iH-iy'^ 
terme  qni ,  évidemmtat,  est  celui  où  6  a  pour  caço^ 
sent  an ,  on  aura 

i  =  —  ai^  C08  P» 
Donc  réquatLon  (A)  donnera  celle 
^»— aa"cos  PxN**co«  fl/iM+N^coi  4»M=o,..,(0  ; 
et  réquation  CO  donnera  celle 

ac^*  coaP  X N»»  sin  AnM  +  N^aàa  4nK  =  o 

qui ,  étant  divisée  par  aN^^tu  anM ,  se  réduira  à 

— *  ^^coft  P  4>>N^  cot  anM^zjo  , 
d'où  Ton  tire 

N«=:^!^ (O- 

C08  ânM 

Substituant  ccftô  valeur  de  N*»dani  l'équation  (s) ,  on 
a ,  toutes  réductions  feites  » 

rin*P  —  cos*P  tang^anM  =  o , 

^'^^ 

tang^iiM=tangP, 

et  par  conséciuent, 

cos  anM  =:  cos  P  ; 
donc  réquation  (0  ««  réduit  à  celle 

N     ou   H  =  ±a5 
mais  m  étant  un  nombre  entier  et  positif ,  il  est  claif 

qu*on9 

coaPs=.cd|  (anwrv^P)  * 
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ce  qui  donne 

cos  anM  =  co»  (amjr  +  p )       d'où    M  = 2"—. 

'  '  an     ' 

donc  mettant  ces  ^^nrs  de  H, M  et  K(=i)  dans 
la  formule  (b)  >  et  pour  simplifier  le  trinôme  résul- 
tant y  mettant  zn  à  la  place  de  dm  ^  on  aura  la  for- 
mulé 

.  _i_      »          flnir+P    .   .  .  . 

a*  db  ^ab  cos i—  +  6*. . .  .(a) , 

d*où  dérivent  les  Qn  facteurs  demandés  du  second 
degré  ,  en  faisant  succe'ssivement ,  tant  pour  le  signe' 
positif  que  pour  le   négatif,    Yn  du    coefficient  de 
«•s=o,  i,a,3....ii— I. 

Par  exemple  ,  soit  proposé.le  trinôme  a'  —  a^M+i* 
que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme 

a*  —  aa46<  cos  -j  «r  +  ^«  • 

Comparant  ce  dernier  trinôme  ayec  celui  (r) ,  on  a 

n:=:=%     et     P  =  Jir; 

donc  faisant  dans  la  formule  (u)  Vn  du  coefficient  de 
^  successivement  =0  et  1  »  tant  pour  Tun  que.  pour 
Tautre  signe  +  et  — /on  trouvera  les  quatre  facteurs 
trinômes 

a*±2flftcos7j5r4-6»,      et     a»q3aflirfn-^flr-f  A*, 

ou 

c^zhaii^yH  +  i»    et    a-zpab^^^Ç:^+b^ 

rV.  Cherchons  enfin  les  an  -f«  1  facteurs  du  second 
degré  di4  trinôme 

,      aK*«+o_aaaM-ib»ii+i  cos  P  +  h^y^O (1/).^ 
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On  pamendia  par  le  même  calcul  que  eelid  de  \k 
aohitkHi  précédente  i  anx  équations 

i^«»*^) 5ui**+*N*»**coiPcos(a/i-f-i)M 

jy^^      a>-*->cos.P     , 
cot  (an«H  i)  M* 

Sobstitoant  oette  falenr  de  N**^  dans  Féqnation  (x)  j^ 
<m  a,  tDotet  rédocdona  bitits, 

tnng  Can-V- 1)  M  =  tangPx 
donc 

COi(ni»+i)M:sco6P. 

ce  qui  donne 

N»+'  =  d»^%    d'oà    N    ou    H=:a; 

vuds  9»  étant  on  nombre  entier  et  positif^  il  est  yisible 
^e 

cos  F=cos(amjr±:P)  , 
donc 

ço8(an-(-i)M  scosCamirdbP, 

a?+t 

«insi  snbstitaant  cet  valeurs  dans  la  formule  (by ,  on, 
«nra  le  trinôme 

a* — aofrcos ^p — f-A'...*(y)  » 

2/1+1  ^ 

dans  lequel  nous  avons  mis  ^  pour  plus  d'uniformité ,  h 
lettre  n  i  la  place  de  celle  m. 

La  formule  {y)  donne  les  nn-f*  t  facteurs  du  second 
de^  du  trinôme  proposé  (y) ,  en  faisant  d'abord  T* 
4u  coefficient  de  wsso,  et  ensuite  ^^  tant  pour  l'an 
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que  ponr  Tautre  signe  -)-  et  — -  ^  faisant  cette  même 
lettre  n  successivement  =s  i ,  a,  3. . .  .n. 

Par  exemple ,  étant  demandé  les  cinq  £icteurs  du 
fécond  degré  du  trinôme  a**  — a^J*+  ft'*,  nous  récri- 
rons ainsi  qu'il  suit  : 

«>o — flû?6*  ços  ^  AT  +  *«•, 
ce  qui  donne 

P=Jir    et    a(a/i+i)  =  io,    d'où    nî=fl; 
donc  faisant  d'abord  Vn  du  coefficient  de  ^  [  équa^^ 
^^^  (y)3  =  ^$  nous  trouyeroiis  pour  premier  facteur 
du  second  degré  « 

«••-  aab  cos  -^  «r  +  b*} 
ensuite  faisant  successivement  Vn  du  coefficient    de 
#-  =  1  et  =a,  tant  pour  le  signe  positif  que  pour  le 
négatif  y  nous  aurons  pour  les  quatre  derniers  facteurs 
cherchés , 

'  a*— aaicos-j^ir-f-i*,    a*— aft  +  ft*, 

^+aa>ços^ir-f-^»     et     a^-j-sàabcos -^w +b\ 

NOTE  U, 

relative  à  Varticle  2^&* 

A  cause  que  le  binôme  ^-f*  i  a  également  pour  fac- 
teurs du  premier  degré  y  ±:  v^—  i  et  i  ±y  \/ —  i , 
BOUS  aurions  pu ,  à  Farticle  a46  >  prendre  les  deux  p? e« 
mierSy  et  alors  ^  opérant  comme  nous  Tavons  fait  dans 
cet  article ,  nous  serions  parvenus  à  Téquation 

arc  (tang===^)==yi-j^  +  const 
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Mais  arc  (tang  =j^)  =  o  lorsque  J'= o  ;  donc 

con8t=— jp^/(  — 0> 
€t  par  conséquent  on  a  complettement 

arc  (tang=j^  7=  ^^  I  [^î^l 

mèiAe  résultat  que  celui  trouyé  à  Vartlcle  a46. 


NOTE  ffl, 

relatwe  à  1^ article,  a47» 

L'une  on  l'autre  des  deux  équations  (i88)  «1(189} 
mène  à  un  résultat  remarquable.  En  effet ,  si  l'on  fait 
dans  l'équation  (188)  a;  =:  1 ,  ou  dans  l'équation  (i8g) 
x  =  o,  et  qu'on  représente  par  «r  la  demi-circonfé- 
rence du  cercle  ayant  pour  rayon  l'unité ,  on  aura 


donc 


ou 


i=/ 
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mai* 

«• 
donc 

(tA-iK-  =  0^107879 . .  : .. 

# 

NOTE  IV. 

Des  intégrales  de  troïs  formules  différentielles 
algébriques  et  irrationnelles  assez  compU^ 
quées,  qui  se  déduisent  aisément  de  quelques^ 
unes  de  celles  troussées  aux  articles  298.. . . 
3oa. 

""   *  dcc  CO8  se 

Divisant  les  deuk  termet  de  la  fraction  - 


par  cosx^  on  a 

dx 
g  +  péécx ^^^' 

donc  faisant  yz=  sècx  ,  â*où 

la  formule  (a)  se  transforme  en  celle 


•  Mais 

J  9  +  p  séc  x~  q  [f~Pjp+q  cosxj  "''^^      '"*''  ^ 
|^é<inat,  (a6i) ,  art.  3ofl]j  donc  sî  p^q,<^^  ^i'^» 
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d'après  la  premiira  équation  dagronpe  (.a5j)laxt.ass]> 

f       ^y 

Jy  \/y»—l  (<f+py) . 

naù 

a;=:«rc  (sicssj^)  y    co»«ss=-,' 
d'oè 


cot 


^»=v^'  -i««\/V- 


et  par  consécpent , 
donc^ 


/^ 


^ 


+  const (I). 

8i  p  =  9  ^  cW-à-dire  si  Ton  a ,  abstraction  faits  do 
h  constante-^  à  intégrer  la  formule 

^y    ; 

dors  d*aprèsréquatîon  (b)  et  la  seconde  du  groupe  (aSy) 
[art.  399] ,  et  faisant  attention  que  tang  1  x = W  -rr  # 


Digitized  by  VjOOQiC 


SV  CALCVI.  INTiORAL;  ^77 

OB  «tira 


(JO). 


Enfin  y  Ap^q ,  Téquation  (5)  tt  la  dernière  dn  groupe 
(957)  Qart.  flgg  3  donneront 

4-conrt (ni). 


FIN  DES  HOTES  DE  LA  PREMIÂRE  SECTIOIT 
DV  CALCUL  lITTiaRAt. 
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se  composant  db  produit  d^îioe  fonction  rationnelle  algé- 

briqiie  par  un  polynôme  rarij^  uSàooU  dcL  sadical  dont 

Tiiidice  est  3 ,  et  anckies  ,  34? 

si49<  Bc  k  ibéMM  éénà^fpéé  dans  A»  «Hapkife  prAïëdent ,  nous 

aMniswM  «ie  médiode  à^Bécwiierde  o^e  d»  ^'om^  a36 

poav  inttégpmt  Us  fmietions  à^Eei^bbettea.  àa  U  {orme  de 

c«lle(t73)«ii7fiûiaiik.as=£i  atpsadCl,  3J9 

a5o.  QnoiÔM  L'i«i%oati«ii  de  U  fonction-  v  i,  .    • IT  P^* 

nii^Tnt  se  ramener  è  edle' de  ■  *±i2^L.^s:  »    cepen- 

V'- 


âan  notts  dbntioiii  iln  moyen  encore  plds  simple  à'inr 
t^rer  la  première  de  ces  deux  firactiôna ,  3fi>Q 

aSi.  Iût<?gration  de  FxA:  (d:Ax*-^Bx»H-Cjç»-h0jc4-I5^  35î 

♦a5a.  iUiin  de   ^  ■    ■   , ,  ^     "^^f u- i-i**-,  35? 

^(A)+  VXA)H- •(/"*) +efc. 
CHAPITRE  IV.  Z>e  t intégration  par  les  séries 
des  formules  dJJfére^mieiU^^iiKf^éhfi^fiws  qu'on 
ne  peut  intégrer  exact ejmmf,  et  èê  t intégra- 
titm  des  ^rtnuks  différentielles  logtmth-- 
miijuès  et  exponentielles. 
a53.  Tontes  imfiét}^  d^JSerenaelles  alj^éhri^nAf  poanot  l»  ié\ 
▼elopper  en  une  suite  finie  ou  indéfinie  de  termes  mo- 
nômes algébriques,  on  pourrait  aiÉ^grer  toutes  ces  fonc- 
tions j^C  Içs  Sjéries^  inconvàûem  <{tt''4  j  Mirai»  à  se 
servir'  M^distinct/nneut  de  ^tte  in<éthodq  d?lN  tous  lès  cas 
possibles ,  358 

a54-  Des  cas  ou  rinv^r^tion  par  séries  est  uiik ,  359 

fa55.  Oémons^;»tîon  d\inp  nouvelle  formule  qpx  est  «ontent  utile 
pour  les  intégrations  par  les  aéciet ,  36i 

a56.  Mctiiode  de  BttnouUi  pour  ^iégcer  pas  letséri«s,  361 
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^^^57.  Iloaielle  m^lbode  pla«  simplt  pour  im^gter  par  les  t^riet 
la  fooDule  Xfd[r ,  dans  laqaettt  7(  représente  udc  fonc- 
tioa  ^lakonque  àe  x,tt  p  on  nomJMra  rëel  c^ueJconqne 
différent  de  —  i.  pag.  366 

^a58.  Modification  ^pe  l'on  doit  Cmm  ëpronver  dasM  ceciains  cas 
à  cette  méthode  pour  la  rendre  plus  faTorable  à  l'inté- 
gration demandée ,  369 
Fjtampia  d'ona  paieiUe  inoàîicAtioa  dana  Fintégratioii  de 
dbrVi-Hrar,                                                               36^ 
^959.  La  méthode  particulière  ^e  Ton  lient  d'employer  pour 
intégrer  dx  |/i-f.xx  éunt  généralisée,  semblerait  au 
prÈmier  aspect  deroir  être  plua  avantageuee  ^a  celle  de 
Taitide  tSj  ^  mais  noas  faisons  Tok  ^ue  daas4e  plus  grand 
nombre  de  cas ,  cUe  aurait  le  désaYantage  ,  373 
^a6o.  La  méthode  de  l'article  a57  oii  n»ui  c«naidérona  X  comme 
une  fonction  algâ>nqM  da  m  »  .pa«l  encove  servir  avec 
quelques  afuntages  dans  certains  cas  lorsque  X  repré- 
sente une  fonctiim  traoscCBdtCttte  de  x.  Nous  en  donnons 
un  eiemple,  374 
961.  Intégration  de  la  formule  X4pc  {bf)f,  china  lafaelk  X  repré- 
sente une  fonction  algébrique  de  x  ,  3^5 
Nous  obtenons  dans  cet  article  le  ternie  sèmmatoîre  de  la  snitè 

XdM 

963.  Intégration  de  rj-r- ,  38o 

\lx)r 

flSa»  L'kitégrele  tnasvée  dans  Tartiek  précèdent  ne  pouvant  s'ob- 
tenir  ameiaaaeni,  lors  même  que  p  est  un  nombre  entier 

ctpositif,  que  dans  le  cas  ohXCp^O':;;  —  •  mttm  donnons 

la  série  qtti  iaît  «onmaltrto  par  approzitoatioQ  Ptntégralo 

de  Y"  9  ^*^^    dépend  celle   de  la   formula  proposée 

964.  De  l'intégration  des  diiTérentielles ,  dans  lesquelles  il  n'entre 

qna  d«a  fonctions  de  quastités  esponentiellei  dû  premier 
gcme  et  dn  peemiev  ordre ,  385 

a65.  Intégration  de  U  formule  X4i*«fff»  àua^hSjlKXiè  X  est  une 
fonction  algébrique  de  x  ^  386 

aG6.  Int^ratioB  de  x^a'dx ,  39j 
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267.  Intégration   de  ^ ,  ensuite  de  y- et  de  — par  Je» 

sériei  .aeai-conTergeptef  en  tent  inTerse  de  celles  (aogî)  et 
(îio),  388 

^68.  Iiilégntîon  de  ■■  ■<  ■■  par  une  série  semi-eonTergence  tn  sens 

inverse  de  celle  (2i5) ,  390 

269.  Autre  manière  d'intiifgrer  la  Ibcimile  Xtf 'dx  que  celle  de 

VëTtkic  iSS,  et  qai  est  plus  arantageuse  dans  nn  graud 

nombre  de  cas.  Application  de  cette  méthode  à  Vin (légrae- 

,     a'djt  , 

tton   de  — 1^—  ,  391 

■70.  n  arrive  quelquefois  que  les  incth  odes  enseignées  prëcc- 
demment  pont  mtéf[;reT  \t%  quantités  erponentienes  sont 
fort  peu  commodes ,  et  dnnneàt  At^  TjésuVuts'  hngia  pen 
satisÂûsans.  D  faut  alon  ,  pat  quelque  artifice  ,  t&cbfT 
d^obvicr  à  oetinconrénient'  ISous  en  donnons  un  exemple 

en  cherchant  Tintégrale  de  r-r: -^:  39 J 

ft^i.  intégration  de  jr»«d[r,  894 

CHAPITîtE  V.  Dé  tintégratïon  des  fonctions 
circulaifes. 
>a73.  Intégration  de  la  formule  X^dx ,  dans  laquelle  X  repré- 
senc*'  UD«'  onction  alge'hriqne'  de.  x  ,'  et  ^  nn  are  de 
cercle  dont  le  sinos  çu  tonte  atuue  ligne  trigonométriqoe 
est*,  5^ 

Î173.  InicgraMon  de  la  formule  ÎCf  "4*  ,  dans  làqneUe  Ji  wçit- 
sente  toujours, une  fonctioB.algéhBiqQe.dex,  et  |^  un  arc 
dont  la  ligne  trigonométriqne  est  une  fonction  algébrique 
quelconque  de  X ,  i  39Ç 

274.  IntégiAtiopM  des, produits MKcessifs  delà  différentielle  d'un 
arc  par  les,  lignes  trigonométriques  des  multiples  de  cft 

♦975.  Autres  intégrations  du  même  genre ,  mais  ou  il  se  tronre 
un  facteur  de  plus  qui  est  une  ligne  trigonométrique  de 
l'awwpaple^  ^   ,  , ,  r  ^^ 

^76.  Antres*  jn^égratÎMii   swihbbtes ,  mais   les   den  facteurs 

trigonométriqoes  appartenant  à  dct  arcs  multiples,    4o3 

♦*a77.  NouteUeVàétkode  et  plus  générale  que  toutes  cdlei  connues 

pour  intégrer  dx  8in«»x ,  4o| 

♦*a78.  Idem  pourdWcos^x,  •  ^é& 

a79  et  oSo.  Autres 
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979*280.  Aocres  mluiièKf  d'int^er  les  dilinet  formdet  dxsin'^x 
tidx^OÊ^Xy  voM  qui  iidp«aveiit  servir  qii*en  tant  qao 
la  puiuance  m  des  sinus  et  coânÉs  est  un  nombre 
entier  et  pontif ,  4^ 

sSiyftSa.  Intégrations  des  mêmes  formoles ,  lonqne  us  est  an  nom- 
bre entier  et  positif ,  par  des  suites  finies  des  preraièret 
puissances  des    sinus   et  cosinus    d^arcs'  multiples, 

faSB.!  «  409  et  410 

3^  •  ^  Intentions  des  formules  dx  tang^x  et  i2r  cof^x,  4  >  ^  ^^  4'  ^ 
a85. 

a86.  Int^ration  de  dx  sin"*x  cos"x  »  Fun  des  deux  exposans  us 
et  n  étant  im  nombre  entier  et  positif  y  et  l'aatre  lîunt 
*un  nombre  quelconque  4iff<^nt  de  — - 1  et  du  premier 
exposant  pris  n^atiTement ,  4'^ 

•  a6^.  Antre  méthode  d'int^rtr  la  même  formule,  qot  a  sur 
celle  de  l'article  précédent ,  PaTstntage  de  donner  exac- 
tement riniégrale  demandée,  lorsque  les  deux  exposans 
m  et  ri  sont  des  nombres  entiers,  positifs  et  pairs,  4<^ 

o^    .     ,       .       j      -         ,      co8"xrfx        si«"xrfx  ,  4, 

aSo.  Integrauon  des  formules  — .  et ,  4'o 

^  smx  cosx  . 

aSo.  îdem  de  -: ,  4>« 

^  sm  X  cos  X 

aoo.  Idem  de  -r et  de     .      ,  4^ 

sm^x  coi»x  ^ 

991.  Lorsque  Texposant  de  stn  x  on  de  cos  x  dans  les  deux  for 
mules  qu'on  vient  d'intégrer  est  un  nombre  pair ,  oit* 
parvient  immédiatement  &  des  intégrales  qui  sont  beau- 
coup plus  simples ,  /^^ 

,9a,a93,  Intégrations  des  formules    ^/^''f  ,    dx  sm^^^x 
«^  W-      JLx  cos'Fx       dx  cos«H-«x 

siufx       •*       siufx        '  4^'4a5 

a95.  Les  intégrations  considérées  dans  \ei  trois  articles  précé- 

dens,  conduisent  à  ceHe  de  <i'taag"»x  et  de  dx  coi»x,  4a5 

ag6.  Inr^ration  de  -; ,  l^ 

^^         ^^  sm'-xcos^x'  ^^ 

997.  Dacasoiim=3»,  ^      (^^ 

398, 399.  Intégrations  des  formules  ■ : — et ~ .  ia8.43o 

ry-i-w       •-©•  p-i-^smx    f^-f-^cosx'^^*^ 

300.  Intégration  de  ^^j^L_,  43, 

3a 
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3oi.  Inlëgrauon  de  — et  de    ^  ^  ,-    ^  »  p«g.  4^» 

3oa. /Hemde — ; : — ti  àt     ^^^.   :»  4*» 

3k>4.  Moyen  beaaroop  p/at  •iiii]^e  d'intégrer  les  fonnnlos 
fi  -h  a  coéx)^dx  Cl  {t'\'amx  y^dx  que  celui  de  dé" 
Yelopper  ce»  formules,  et  d*int^prer  particulièrement  duictu 
des  termes  des  deyeloppemens ,  4^7 

So5.  Des  méthodes  prëcé^eates,  en  d^sit  Immëdiatemeac  les  ùk- 

tàmile«  d»         '  et  de      *  ,  lorsque  a^i  ; 

**  1-^acosx  i-^asmx'       ^      ^^  ' 

"  mais  si  a^  i  »  il  en  faut  cevenit  aux  médiodes  des  ar- 
ticles agg  et  398 ,  4|ai 
3o6.  Des  cas  oii  dans  les  formules  considérées  k  Vartode  3o4  » 
l'exposant  est  un  nombre  fractionnaire  positif  ou  négf 
tif  ^et  pour  lequel  il  faut  ayoir  recours  à  la  formule  (100)» 

4^ 
3o7*  Intégration  de  la  formule  diffi^rentielle  transcendante 

rf//(n-acosjr),  441 

3p8,  Des  intégrales  en  suites  indéfinies  As  termes,  du  produitdes 

logarithmes  naturels  des  lignes  trigonométriques  des  arcs 

simpfes  par  les  dlfferen  cielles  de  ces  arcs  ^  44^ 

5og.  Intégration  des  formules  difféien  délies 

m**8in»x<lx     et    m«*cosHcdx ,  (Sa 

3ro«  liêm  des  formules 

(sin;7xsîn^x)"<£r,  (cos^cos^x)*<£r 

et    (sia  px  cos  qx)*dx  >  4^^ 

5ii.  idem  des  formules 

m^'dx  sin  px  sin  qx ,    m^'^dx  co^pxcoAqx 

et    m^dx  sin»x  cos»"* ,  455 

3 12.  Idem  de  la  formule  m«'dxsin"xcos'x,  fS^ 

CHAPITRE  VI,  Z>w  intégrales  pmes  entre  des 
limites. 
3r3.  Définition  de  ces  intégrales  entre  des  limites,  45^ 

3i4-  PMBDule  qui  donne  Tintégrale  générale deXéîr  eatreleafiBaitea 

ok5.  Des  cas  oh  Pon  doit  éviter  de  se  servir  de  la  fbnnuh  démoiH 
trée  dans  Tartide  précédent,  pour  avoir o^ie  iDtég^nik  epire 
deslimiies;^  ^ 
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8i6.  Mais  11  fennale  de  l'article  3i4  tn  à  intégrer  avec  ime 

grande  approximation  les  quantité!  diffërenticUei  qni  ne 

font  pas  exactement  intégrables  y  pag.460 

^317.  Des  propriétés  de  ^nelqoet  intégrales  prises  entre  des  limites  » 

461 

NOTES  RELATIVES  A  LA  PREMIÈRE  SECTION  DU 
-CALCUL  INTÉGRAL. 

Note  I.  De  la  recherche  des  facteurs  dn  second  degré,  recelant  dcnz 

facteurs  imaginaires,  des  polynômes.  algâ)riques  et  ra* 

tlonnels,  4^ 

*U  relabve  à  iWide  046,  473 

''^m   relative  à  l'articl*  347 ,  474 

''IV.  Des  intégrales  de  trois  fennnles  différentielles  algâ>riqaea 

et  irrationnelles  assez  compliquées ,  qui  se  déduisent  â» 

quelques-unes  de  celles  trouvées  aux  articles  398. .  .3oa  , 
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86  19 ,  exacte  de  Tordre  m—i ,  /«>««  exacte  d*anç  fono- 

lion  dilFe'rentieDe  de  l'ordre  /»—  i. 
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